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摘要通过变量变换，将变系数线性常微分方程化为常系数线性常微分方程，再利用常数变

易法．给出一类三阶变系数非齐线性微分方程的通解
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Abstract The general solutions Of the third order inhomogeneous linear

differential equation with variable coefficients is given，by the method of the

variable transformation．
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对于一般三阶变系数非齐线性微分方程

X”(f)+“，(￡)X”(￡)4-a2(￡)x’(f)+“30)x(f)一_厂(f)， (1)

其中a。(z)，d。(f)，幽(￡)及，(￡)都是所考虑区间的连续函数，没有普遍的解法，但是当方程(1)

系数满足一定的条件时，这类方程的通解便可求得，而且不同于文献[1]，即为
．r r一1 r r t‘

x(￡)一(q十C2￡+C3￡2)e制。·“”‘+{I号e割叫”“f(t)dt一‘l旭专Jal(t)dtf(t)dt 4-
J ■ u

姜卜扎mar，(c)出)。
z J

1定理及推论

定理 对于方程(1)，当系数满足

a。(f)一号n}(r)+矗(f)，嘞(z)一去n}(f)+i1 n。(f)西(f)+号aj(￡)mr,可化为常系数线性方程

yw(￡)+户y～)十譬∥(})+蓦y(f)一e一{扣～一)]d‘，(})， (2)

其中P为常数．
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证明 引人变量x(c)：一c剖[p,qulJaty(￡)(声为常数)，则有

X一【￡)一r皇二当盟矿(f)+∥(f)]e№1㈩M，

F“)一(皓(p飞(f)卜掣]v(f)+乒p一“伽叭f)+叭Ⅲe扑mt⋯”，
xw(￡)一{[刍(p—nm))。一量}(p一“。(f))一重笋Ⅳ(f)十[吉(p一“·(f))2

n’。(f)]v’(￡)+[户一d。(￡)]V’7(c)+V”Ct))c{J‘p．rio]at，

将x(f)，X7(f)，x”(幻及X”(￡)代人方程(1)得

V“(r)+pV”(f)+[专(户一n·(f))2一口j(￡)+号吼(￡)(户一q。))+4zo)]y’(‘)+[击‘户

飞(f))3_掣(p飞(f))_掣+半(户飞(f)卜掣≯+半(p～∽)
+嘞(￡)]矿o)一，(￡)P一{』[p—u一)]山，

整理得

yw(￡)+户ym)+[警+吼(r)一鸯堕一ni(￡)]∥(f)十(蓦+如(f)一[去n沁)+
{Ⅱ。(t)蠢(￡)+i1。：(幻])y(f)一，(f)e一}J【P1∽”， (3’

将“。(})=号n{(f)+“(f)，吼(r)=刍ni(￡)+÷n一(￡)面(￡)+吉n：(})代人(3)即得方程(2)．
定理证毕．

注：户为任一常数．当P=0时，所作变换同文献[1]，P≠0时，表示变换不唯一．

要得到方程(1)的解，可先求方程(2)的通解，求方程(2)的通解，只要求出方程(2)对应

的齐线性微分方程

V”(f)+∥”。)+等y’(f)+等y(f)一o (3。

的通解，再利用常数变易法，便可求得方程(2)的通解．

很显然，方程(3 7)的通解为

v(f)=(c。+f2f+c3￡2)e争，其中f。，c。，及c|均为任意常数．

令：y(￡)一■l(f)十tc：(})+￡2q(￡)]e一争是方程(2)的解，代人(2)有

fe一{‘q(r)+te扎：(￡)+tZe-}‘f：(f)一0，

{(e争)，c1(￡)+(re一争)，c：(￡)+(￡2e一争)7cj(￡)一0，

I(e争)，，fi(})十(re-争)々：“)十(￡2e争)％；(f)一，(f)e一{fb—a，㈤]dr．
化简得

fcl(￡)+fc：(f)+tac'a(t)一0，

J一号cj。)+(1一詈f)‘o)+(盘一号，)cj。)=o，

I等水r)十(～警+譬小撕)+(2一警r+譬一讯t)=，(小}¨。m．
解得

q(r)一去if2c导¨Ⅲr，(￡)出+小
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p^ ”‘，(t)dt+c2
q(f)一毒f。；^mar／(r)出+m

则 V(n一(fl+rz￡+岛￡2)e一争+f丢』矿e}卜·“)“，。)出一￡』fe{卜·∽d‘，(幻出十
芸l。扎m—t，(￡)df)e争

是方程(2)的解．

因此 式(*)是方程(1)的解．又由于小r。及q均为任意常数，是彼此独立的．故(*)也
是方程(1)的通解．

推论XqTf萜A(1)，当系数满足定理条件及厂(f)一e一刳’⋯“时，方程(1)的通解为

x(f)一(cl十吼}+c3户十i1，)e；卜．(f)dr．

证明显而易见．

2 应用

例1 x”(f)+÷x”(t)一芝3t x’(f)+考；x(})=一
因为 q(f)一÷，啦(f)一一委，n3(f)一丽10，显然满足定理的条件，故由定理得该方程

x(￡)=(c，十cz￡+c扩)e‘{』÷“+(丢J：2e{』÷“一出一叮ze{n吨3出+导』e；』÷mr。出}e{』{m：∽hH州铆一{十矿斋．
例2 x“+m—x”+(等f6+3研f2)x 7(￡)十(等f9+m2f5+2m})x(r)=e一嚼，
显然确(f)一m一(优为常数)，nz(￡)一{(州即2+(圳|3)’一÷“}(f)十n'At)，

ns(f)一去(mf3)3+÷(聃，)(3m￡2)+2埘f一刍。}。)+÷电(￡)西(f)+÷n：(f)，
而且，(})一e嚣。=e-{J。一油，满足推论条件，则由推论可得通解为

x(￡)一(c·+c庐+c扩+告，)e一番．
例3 x气幻+s。n fx”。)+({sin2￡+c。s f)x7(￡)+(击sin々+吉sin2￡～÷sin})x(r)

一e{c_川．

由推论得，它的通解为

x(f)一(cl+c一+c3驴+i1矿)e告州．
0
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