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摘要:分析由延长而形成哈密顿回路 ~ 欧拉回路的特点 ,得出求图 G( n, m) 的最大回路算法:给定始结点 Iz 和

始边 ez( I ) .采用最长路回延长法 ,对点 Iz 和边 ez( I ) 分别求最长路回 HE序列 ,在对点 Iz 求最长路回 HE序

列中 ,当出现长度为 n的点回路的最长项 ,边 ez( I ) 出现长度为 m的边回路的最长项 ,或延长后所得路径中没

有元素 ,便结束延长 ;如对点 Iz有长度为 n的最大点回路最长项 ,则 G( n, m) 为哈密顿图 ;如对边 ez( I ) 有长度

为 m 的最大边回路最长项 ,则 G( n, m) 为欧拉图 .
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Abstract: This paper puts fOrward the cOncepts Of maximal nOde-cycle, maximal edge-cycle and
maximal cycle. ~amiltOn cycle Of graph G( n, m) is the maximal nOde-cycle, Euier cycle is the
maximal edge-cycle. AnalyZing the characteristic Of the nOde cycle and edge cycle by extensiOn,
We get the algOrithm Of the maximal nOde-cycle Of G( n, m) . AccOrding tO the gived initial nOde
Iz and initial edge ez( I ) , Using the lOngest path-cycle extensiOn algOrithm, we get the relevant
lOngest path-cycle HE seguence. If there is the maximal nOde-cycle item, G( n, m) is ~amiltOn
cycle. If there is the maximal edge-cycle item, G( n, m) is Euier cycle. The distinguish between
~amiltOn graph and Euier graph can be generaliZed the guestiOn Of maximal nOde-cycle.
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图 G( n, m) 结点的集合为 V = {I1, I2,~ , In} ,
边的集合为 E = { ( I1, I2) ,~ , ( It , I ) } = { e1, e2,
~ , em} , 结点的个数为 n = \ V\ , 边的条数为 m =
\ E \ .如 I1I2~ I 表示 I1为始结点的一条路径,当 I1
= I ,该路径为回路.令边 ez = ( Ih , I ) ,表示为 ez =
ez( I ) , 则 该 路 径 可 表 示 为 p =
e1( I2) e2( I3)~ e -1( I ) , 在不产生误解时, 则该路径
可表示为 p = e1e2~ e -1( I ) .
在无向图 G( n, m) 中, 如 ez = ( Ih , I ) , 因 ( Ih ,

I ) = ( I , Ih) , 故在不考虑边的端点的时候, 有

ez( I ) = ez( Ih) .
本文通过提出最大点回路 ~ 最大边回路及最大

回路等概念,分析由延长而形成哈密顿回路 ~欧拉回
路的特点,得出求图 G( n, m) 的最大回路算法,可判
别图 G( n, m) 是哈密顿图或者是欧拉图.

1 相关概念

定义 1 边 ez = ( Ih , I ) = ez( I ) 中, Ih 为 ez 的

前导结点, I 为 ez 的后继结点. Ih , I 为相邻结点, ez
与 Ih , I 相关联.
定义 z 如 p = I1I2~ I ,其中有相同点,称 p

为点通路表示, 简称点通路; 当其中各点均不相同

时,称 p为点路径表示,简称点路径;再当I1= I ,则

p为点回路表示,简称点回路; p = e1e2~ e -1( I ) , ez

= ( Iz, Iz+ 1) ,其中有相同边,称 p 为边通路表示,简



称边通路; 当其中各边均不相同, 称  为边路径表
示, 简称边路径;当  ] =  j,  ] 为 e] 的前导结点时,
则  为边回路表示,简称边回路.
图论中的通路 ~ 路径和回路, 本文细分为点通

路 ~边通路 ~点路径 ~边路径 ~点回路 ~边回路,以便文
后的讨论.
定义 3 边路径 e]( 2) e2( 3) ej-2( j-])

ej-]( j) 中, ej-2( j-]) 为 ej-]( j) 相邻  j-] 的前导
边, ej-]( j) 为 ej-2( j-]) 相 邻  j-] 后 继 边.
ej-2( j-]) 与 ej-]( j) 为 相 邻  j-] 的 边,  j-] 与

ej-2( j-]) , ej-]( j) 相关联.
定义 4 边 ez = ( h,  j) 中,结点 j相邻的所有

结点的集合, 称为结点  j 的相邻点集, 记为 I( j) .
与边 ez相邻 j 的所有边的集合,称为边 ez的 j 相邻
边集,记为 I( ez( j) ) .
推论 1 G( n, m) 中, 如边 ez = ( h,  j) , 则

I( ez( h) ) ? I( ez( j) ) .
在不强调区分点通路 ~ 边通路情况下, 可简称

通路,点路径 ~边路径可简称路径,而点回路 ~边回路
可简称回路.连通图中,所有点路径长度{n- ],点
回路长度{ n,边路径长度{m- ],边回路长度{
m.
定义 5 G( n, m) 中任始结点  z 的长度为 n 的

点回路,称为 z的最大点回路;任始边 ez( j) 的长度
为 m 的边回路,称为 ez( j) 的最大边回路.
定理 1 G( n, m) 中结点 z不存在最大点回路,

则其它结点亦不存在最大点回路; 边 ez( j) 不存在
最大边回路,则其它边亦不存在最大边回路.
证明 G( n, m) 中若其它边 ej( Z) 存在最大边

回路 6j,根据最大边回路定义,不论 G( n, m) 是否为
无向图,边 ez( j) 为 6j 中边,则 6j 亦为边 ez( j) 的最
大边回路,矛盾.
对结点  z,同理可证.证毕.
推论 2 G( n, m) 中 z的最大点回路即为H回

路.边 ez 的最大边回路即为 E回路.
由于哈密顿回路考虑对象是结点问题,欧拉回

路考虑对象是边问题, 对哈密顿回路可以用原始点
开始的点回路来表示并研究, 而欧拉回路可以用始
边(原始点为前导结点的边) 开始的边回路来表示
并研究.
点路径  ] 2  j-] j 是从始结点  ] 出发,经边

( ],  2) 过渡延长到  2,  , 不断延长到  j 而成的.
当点路径 ] 2  j-]的终结点 j-]延长到相邻点集
中结点后,可能产生点通路 ~点路径 ~点回路.由于点

通路不能产生点路径 ~点回路,因而延长成最大点回
路与点通路无关, 故延长时应对相邻点集中结点进
行判别,只延长到产生新点路径 ~点回路的结点.
同理,  ] 为前导结点的始边 e]( 2) 的边路径

e]( 2) e2( 3) ej-]( j) ej( j+ ]) 是从边 e]( 2) 出发,
经 2过渡延长到边 e2( 3) ,  ,不断延长到后继点为

 j+ ]的边 ej( j+ ]) 而成的.当边路径 e]e2 ej-]( j) 的
终边 ej-]( j) 延长到相邻边集中边后, 可能产生边
通路 ~边路径 ~边回路.由于边通路不能产生边路径 ~
边回路,因而延长成最大边回路与边通路无关,故延
长时应对相邻边集中边进行判别, 只延长到产生新
边路径 ~边回路的边.
每延长一次,路径长度增加 ].
因而在图 G( n, m) 中,始结点  z 的哈密顿回路

是点路径延长而成的长度为 n 的最大点回路, 始边

ez( j) 的欧拉回路是边路径延长而成的长度为 m 的
最大边回路.
由于哈密顿回路是始结点  z 开始的点回路,欧

拉回路是始边 ez( j) 开始的边回路; 哈密顿回路的
形成是点路径通过边过渡延长到终结点相邻点集中

结点, 欧拉回路的形成是边路径通过点过渡延长到
终边相邻边集中边;经有限次延长后,哈密顿回路长
度为 n,欧拉回路长度为 m.哈密顿回路用点回路来
表示,而欧拉回路用边回路来表示后,延长模式是一
样的,不同的是, 当一个对象为点时, 而另一个的对
象却为边.

2 最大回路法和最大回路算法

定义 6 图 G( n, m) 中规定始结点 z为长度为
零的特殊路径,称为点路径  z.始边 ez( j) 为长度是

]的边路径 ez( j) .
定义 7 始结点  z 的点路径,每次延长后形成

的路径和回路及未延长的所有路径 ~ 回路, 称为  z
的所得路径.始边 ez( j) 的边路径每次延长后形成
的路径和回路及未延长的所有路径 ~ 回路, 称为

ez( j) 的所得路径,统称为所得路径.
定义 8 所得路径中的路径 ~回路称为元素.
本文的最长路回延长法延长原则:
原则 1 取点路径 z为所得路径的初始点路径

元素, 或边路径 ez( j) 为所得路径的初始边路径元
素.
原则 2 在所得路径中取长度最长的任一元素

作延长用.
原则 3 对点路径,每次延长到终结点的相邻
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点集中的所有产生路径 ~ 回路的结点而得新的所得
路径.对边路径 每次延长到终边的相邻边集中的所
有产生路径 ~回路的边而得新的所得路径.
定义 9 最长路回延长法中对点路径 取作延

长用的元素称为 Iz 的最长项.对边路径 取作延长
用的元素称为边 ez( Ij) 的最长项 统称为最长项.
在最长路回延长法中 从点路径 Iz 或边路径

ez( Ij) 开始 随着不断延长 所得路径中的元素不断
变化 而不断获得最长项.
定义 10 最长路回延长法中不断延长获得 Iz

的最长项构成的序列 称为 Iz 的最长路回点序列.
不断延长获得边 ez( Ij) 的最长项构成的序列 称为
边 ez( Ij) 的最长路回边序列 统称为最长路回序列.
有些最长路回序列中 可能没有最长项是回

路 但由于在最长路回延长法中规定最长项延长后 
可以产生路径 ~ 回路的元素 故最长项构成的序列 
称为最长路回序列.
定理 2 图 G( n m) 中始结点 Iz的最长路回序

列仅包含始结点 Iz 的所有点路径 ~ 点回路. 始边

ez( Ij) 的最长路回序列 仅包含始边 ez( Ij) 的所有边
路径 ~边回路.
证明 设 Iz It I Ij不为 G( n m) 中点路径

或回路 而 Iz It I 为 G( n m) 中点路径 则只能
是: ( 1)Iz It I Ij 为点路径或回路时 边 ( I  Ij)
不为 G( n m) 中边 故 Ij  P(I ) ; ( 2)Iz It I Ij
为点路径时 Ij不为G( n m) 中点 而边( I  Ij) 不为

G( n m) 中边 故 Ij E P(I )  所以按延长原则 
Iz It I 延长不可能产生最长项 Iz It I Ij.故
最长路回点序列中 不包含不是 G( n m) 中 Iz 为始
结点的点路径 ~点回路.
另一方面 设 Iz It I Ij为 G( n m) 中点路径

或回路 点路径 Iz 为最长路回点序列中首项 如点
路径 Iz It I 为最长路回点序列中第 项 则延长
后获得的 Iz It I Ij 在所得路径中为长度最长元
素之一 对元素 Iz It I Ij: ( 1) 如接着取作延长
用 则最长项 Iz It I Ij 在最长路回点序列中为
第  + 1 项; ( 2) 如在所得路径中 一直未能取作延
长用 按最长路回延长法中延长原则 每次取长度最
长的一个元素成最长项 则最长路回点序列中 自  
项后所得路径中便有无限个元素而有无限个最项

长 这与 G( n m) 中 Iz 的点路径 ~ 点回路的个数有
限相矛盾. 所以 Iz It I Ij 一定会在某次所得路
径中成为长度最长的元素 而取作延长用 成为最长
项.

同理可证 始边 ez( Ij) 的最长路回边序列 仅包
含始边 ez( Ij) 的所有边路径 ~边回路.
由于最大点回路是由长度为 n - 1的点路径再

经延长形成的 而长度 { n - 1 的点回路再延长不
能形成新的点路径.因此 在用最长路回法延长时 
可以不保留产生的长度 { n - 1 的点回路的元素.
同理 在用最长路回法求始边 ez( Ij) 的最长路回边
序列时 可以不保留产生的长度 { m - 1 的边回路
的元素.
定义 11 最长路回法延长中对点路回序列 不

保留延长产生长度 { n - 1 的点回路元素 而获得
的最长路回序列 称为最长路回点HE序列.对边路
回序列 不保留延长产生长度 { m - 1的边回路元
素 而获得的最长路回序列 称为最长路回边HE序
列 统称为最长路回 HE序列.
根据以上讨论得到最大路回法:
( 1) 对图 G( n m)  给定始结点 Iz和始边 ez( Ij) ;
( 2) 运用最长路回延长法 对点 Iz和边 ez( Ij) 分

别求最长路回 HE序列;
( 3) 对点 Iz 求最长路回 HE 序列时 当出现长

度为 n 的点回路的最长项 而对边 ez( Ij)  当出现长
度为 m 的边回路的最长项 或延长后所得路径中没
有元素 便结束延长.
最长路回 HE序列中 如对点 Iz 有长度为 n 的

最大点回路最长项 则 G( n m) 为哈密顿图;如对边

ez( Ij) 有长度为 m 的最大边回路最长项 则 G( n m)
为欧拉图.
计算机处理时需保留所得路径中不断变化的

未处理的元素 而最长项除需保留的外 一般无需保
留.
定义 12 对于 G( n m)  
首先将结点编序 如 I1 I2   In 后 下列表叫

做 G( n m) 的点路径延长表 EU 

EU =

I1
I2 

In

ezj  

( f 前导结点列)

其中 项 ezj =
Ij Ij E P(Iz)  
空白 其它情况{ .

首先将边编序 如 e1 e2   em 后 下列表叫做

G( n m) 的边路径延长表 EE 
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EE =

e1( x1)
e2( x2) 

em( xn-1)
em( xn)

ezj( xh) ,

( f 前导边列)

其中,项 ezj( xh) =
ej( xh) , ej( xh) E P( ez( xS) ) ,

xS 为 ej( xh) 前导结点时;
空白,其它情况
<
 

 .
注 对无向图,如边的两端点均有相邻边,则

前导边列中,应出现 2 个不同后继结点的该边,否则
一次,对有向图仅一次.
显然,对于给定图,结点或边编好序后, EU及EE

表便唯一确定,编序不同,其 EU 及 EE 表中项所在位
置发生相应变化.所以 EU 及 EE 表的项主要由图的
拓朴结构决定.通常,在 EU或 EE的第 z行中,会有 ezj
为空白,可以省去,而同行后面的项向前移动而成简
表.
定义 13 路径表 Zk 中 k 表示第 k 次处理后获

得的表 Z.表 Z结构如下:

Z =

cn 

cz 

c1

.

路径 cn 为表顶路径, c1 为表底路径, 表中项按
路径 c1,  , cz, cz+ 1,  , cn 次序进表, 而表顶路径 cn
笫一个出表,因此,表的修改是按后进先出的原则处
理.处理时, 出表的路径可作标记或直接从表中删
除, 以后不再处理.当 Z表中没有未处理路径时,称
为空表 .

Z表可采用分段表示,如

Z =

cn 

cz 

c1

= Zt

cn 
 
 

cz+ 1

,

其中, Zt =
cz 

c1
,分段表示一般适用手工处理.

定义 14 最大回路表 Ck 中 k 表示第 k 次处理
后获得表 C.
定义 15 延长运算  规定如下:对路径 cn 延

长,设 cn = yz yh,有 cn  E = I tzj I ,对点路径有 E
= EU.而对边路径有 E = EE,则 tzj = yz yhyj,为 E

表前导点或边列中 yh 延长到 E 表中相应行中结点
或边的 yj,其结果为长度增加 1的新路径或回路.其
它情况,则 tzj 为空白.
根据最大回路法,本文得到最大回路算法:
步骤 1:根据 G( n, m) 求得相应表 E,其中点回

路时, E = EU.边回路时, E = EE.
步骤 2:令 K = 0, C0 = $( $为空表) .
点回路时, Z0 = I xz/ 0I ( 0为路径长度) , L = n;
边回路时, Z0 = I ez( xj) / 1I ( 1 为路径长度 ) , L

= m;
步骤 3:将Zk未处理表顶路径 cn出表,做出表标

志或从表中删除.
步骤 4:处理出表路径 cn:
( 1) k = k + 1;
( 2) 当路径 cn 长度 = L- 1时,进行 cn  E延

长处理,回路进 C表,转步骤 5.
( 3) 当路径 cn 长度  L- 1时,进行 cn  E延

长运算,路径进 Z表;
步骤 5:当 C = $且 Zk 7 $,转步骤 3.
步骤 6:结束.
根据上述讨论,在步骤 5 中得到的表 C中的回

路为最大回路,并得到 H图 -E图的判别方法:
H 图-E图的判别方法 对图 G( n, m) ,根据给

定始点 xz~始边 ez( xj) ,用最大回路法求最大回路.对
始点 xz,若存在最大点回路,则 G为 H图,否则不为

H图.对始边 ez( xj) , 若存在最大边回路, 则 G 为 E
图,否则不为 E图.

3 H图-E图的判别方法

定义 16 权图 G( n, m) 中始结点 xz的长度为 n
的有权值的点回路, 称为 xz 的权图最大点回路. 始
边 ez( xj) 的长度为 m的有权值的边回路,称为 ez( xj)
的权图最大边回路,统称为权图最大回路.
由于哈密顿回路是长度 n 的最大点回路,欧拉

回路是长度为 m 的最大边回路, 用文献[4]的最小
权法,对始结点 xz 求 /为 1的最短哈密顿点回路时,
将权延长表 E改为有权的点路径延长表 EU,所得最
短哈密顿点回路, 即 xz 的权图最大点回路. 而权图
中不同欧拉回路,有相同的权值而无不同阶之分,但
因最小权法中,有参数 /,故对始边 ez( xj) 求欧拉回
路时,仍需令 / 为 1,并将权延长表 E改为有权的边
路径延长表 EE,所得欧拉回路,即边 ez( xj) 的权图最
大边回路.
权图 H 图-E 图的判别方法 根据给定始点
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Iz~ 始边 ez( Ij) ,对图 G( n, m) 用 /阶短哈密顿回路的
最小权法, 求权图最大回路. 若存在权图最大点回
路,则 G为 H图;若存在权图最大边回路,则 G为 E
图.
同理,尤如图 G( n, m) 为无向权图,可使用文献

[5]求 /为 1的始结点 Iz的权图最大点回路,以及求

/ 为 1 的始边 ez( Ij) 的权图最大边回路.
无向权图 H图-E图的判别方法 根据给定始

点 Iz~始边 ez( Ij) ,对图 G( n, m) 用 /阶短哈密顿回路
的匹配法求权图最大回路.若存在权图最大点回路,
则 G为H图;若存在权图最大边回路,则 G为 E图.
对于非权图, 如给各边赋于假设权值, 则可用

权图 H图 -E图的判别方法判别.

4 实例

例 1 图 1所示的图 G( 6, 8) 是否为 H图或 E
图.

图 1 图 G( 6, 8)

解 在图 G( 6, 8) 中, n = 6, m = 8.
设求 e1( IZ ) 为始边的最大边回路.
图 G( 6, 8) 边路径延长表为:

EE =

e1( I1) e4( I4)
e1( IZ ) eZ ( I3) e6( I5) e7( I6)
eZ ( IZ ) e1( I1) e6( I5) e7( I6)
eZ ( I3) e3( I4)
e3( I3) eZ ( IZ )
e3( I4) e4( I1) e5( I5) e8( I6)
e4( I1) e1( IZ )
e4( I4) e3( I3) e5( I5) e8( I6)
e5( I4) e3( I3) e4( I1) e8( I6)
e5( I5) e6( IZ )
e6( IZ ) e1( I1) eZ ( I3) e7( I6)
e6( I5) e5( I4)
e7( IZ ) e1( I1) eZ ( I3) e6( I5)

e7( I6) e8( I4)
e8( I4) e3( I3) e4( I1) e5( I5)
e8( I6) e7( IZ )

.

令  = O, ZO = I e1( IZ ) / 1I D, CO = O.
其中 D 表示 e1( IZ ) 为表 Z中第一个出表处理路径,

1 为 e1( IZ ) 长度.

因为 e1( IZ )  EE =

e1e7( I6) / Z
e1e6( I5) / Z
e1eZ ( I3) / Z

,

所以 Z1 = ZO

e1e7( I6) / Z
e1e6( I5) / Z
e1eZ ( I3) / Z

@, C1 = O,

其中, @ 表示 e1e7( I6) 为表 Z 中第 Z 个出表处理路
径.
同理可得, ZZ , CZ , -, Z6, C6,
因为 C7 = I e1e7e8e5e6eZ e3e4( I1) / 8I .
C中有长度是 8的始边 e1( IZ ) 的最大边回路,即

为欧拉回路 I1IZI6I4I5IZI3I4I1.
所以, G( 6, 8) 为 E图.
另设求 I1 为始点的最大点回路.
图 G( 6, 8) 点路径延长表为:

E =

I1
IZ
I3
I4
I5
I6

IZ I4
I1 I3 I5 I6
IZ I4
I1 I3 I5 I6
IZ I4
IZ I4

.

令  = O, ZO = I I1/ O I D, CO = Z,
其中,点路径 I1 长度为 O.

因为 I1  EV =
I1I4/1
I1IZ / 1

,

所以 Z1 = ZO
I1I4/1
I1IZ / 1

@, C1 = Z.

同理可得, ZZ , CZ , -, Z6, C6, -
最后得 ZZ7 = Z, CZ7 = Z.
由于 G( 6, 8) 不存在始点 I1 的最大点回路,不

存在哈密顿回路,所以 G( 6, 8) 不为 H图.
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