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摘要:利用特定的覆盖性质 借助序列覆盖映射 建立局部紧 Linde1O-f 空间和 cs覆盖 ~ sn 覆盖 ~ cs% 覆盖之间的

联系 以及局部紧 Linde1O-f 空间的序列覆盖映象特征 得到并深化局部紧 Linde1O-f 空间的一些相应结果 完善

了局部紧 Linde1O-f 空间的映射理论 .
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Abstract:The characteristics Of mappings Of 1Oca11y cOmpact Linde1O-f spaces are estab1ished under
sOme seguence-cOvering mappings by means Of the cOncepts Of cs -cOvers sn -cOvers cs% - cOvers 
k system respective1y. SOme cOrrespOnding resu1ts On 1Oca11y cOmpact Linde1O-f spaces are
imprOved.
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探求拓扑空间映象的内部特征是一般拓扑学研

究的重要课题之一. 1964 年 A. V. Arhange1/ sk ii 1 引
进 k 系的概念 研究一些具有某种附加性质 k 系的
空间与仿紧局部紧空间之间的联系. 1972 年 E.

Michae1 2 利用开映射 ~ 双商映射 ~ 可数双商映射 ~ 伪
开映射和商映射 建立仿紧局部紧空间的映射理论.
1982 年  .Tanaka 3 研究仿紧局部紧空间的 k 系结
构. 1992 年 我国林寿 4 借助于闭映射 ~ 伪开映射和
商映射建立仿紧局部紧空间和几类具有某些特定性

质 k系空间之间的联系. 2000 年 李进金 5 利用特定
的覆盖性质 建立仿紧局部紧空间地序列覆盖  -映
象和紧覆盖  - 映象的特征.另外 局部紧度量空间

的映射理论许多学者也对其进行了研究 1994 年我
国李招文 6 研究了局部紧度量空间的商 -映象 ~伪
开  -映象和闭  -映象的特征. 1998年 李招文等 7 

又引进了  k 系的概念 借助于商映象 ~ 伪开映象和
闭映象建立局部紧度量空间与几类具有某些特定性

质  k 系空间之间的联系.但局部紧 Linde1O-f 空间的
序列覆盖映射理论至今还没有真正建立起来.受上
述工作的启发 本文借助于序列覆盖映射建立局部
紧 Linde1O-f空间和 cs覆盖 ~ sn覆盖 ~ cs% 覆盖之间的联

系 并由此得到和深化局部紧 Linde1O-f 空间的一些
相应结果 完善局部紧 Linde1O-f 空间的映射理论.
本文约定 所有的空间均指满足 1分离公理的

正则空间 所有的映射假设为连续满映射.对于空间

 的子集族:     :     记  int( D   
 int(  D :    .

 相关定义

定义  设  :   是映射 



( 1) f称为SL映射[4],若对每个 y E Y,存在 y在

Y中的开邻域 V,使得 f-1(V) 是X的 Lindelo-f子集.
( 2) f 称为 1-序列覆盖映射[8],如果对于 y E Y,

存在 5 E f-1( y) 满足:如果 Y中的序列{yn} 收敛于

y,则存在 X 中收敛于 5 的序列{ 5 n} ,使得每一个 5 n
E f-1( yn) .

( 3) f 称为序列覆盖映射[9],如果 K是 Y中含极
限点的收敛序列,那么存在 X 中含极限点的收敛序
列 L,使得 f(L) = K.

( 4) f 称为序列商映射[10],如果对于 Y中任一收
敛序列S,存在X中收敛序列L,使得 f(L) 是S的子
序列.

( 5) f 称为紧覆盖映射[11], 若 K 是 Y 中的紧子
集,则存在 X 中的紧子集 L使 f(L) = K.
由定义 1,显然有下面的蕴含关系:
1-序列覆盖映射  序列覆盖映射  序列商映

射.
定义 2 设 是空间 X 的覆盖, P C X,
( 1) 设 X中的序列 5 n - 5 ,称{ 5 n} 终于 P(常在

P) , 如果存在 m E N 使得 { 5 } U {5 n: n 2 m} C
P(存在{ 5 n} 的子序列{ 5 nk } ,使得{ 5 } U {5 nk : k E N}
C P) .

( 2)P称为X中的点 5 的序列邻域,若X中的序
列 5 n - 5 ,则{ 5 n} 终于 P.

( 3)  称为X的 cs覆盖( cs% 覆盖) [12],若对于X
中的收敛序列 5 n - 5 , 存在 P E  使得{ 5 n} 终于
P(常在 P) .

( 4)  称为 X 的 sn 覆盖[13],若 中的每一元
素都是 X 中某点的序列邻域且对于任一 5 E X,存
在 5 在 X 中的序列邻域 P E  .

( 5)  称为 X的 k系[1],若 中每个元素为 X
中的紧子集,并且任意 A E  , A  P为 P中的闭
集,则有 A 为 X 中的闭子集.

( 6)  称为X的 k覆盖[14],若对于X的紧子集
L,存在有限子族 /C , 使得 L CU  / .
2 主要结果

引理 1 设 M 是局部紧 Lindelo-f 空间,则

( 1)M有可数的且局部有限的开覆盖 = {Rz:
z E N} ,   = {R z: z E N} 构成空间 M 的可数的且
局部有限的 k 系,且满足 U int (  ) = X.

( 2) 若 f:M - X是连续映射,则 = {f(Rz) :
z E N} 是空间 X 的由紧子集组成的覆盖.
证明 ( 1) 若 M 是局部紧的 Lindelo-f 空间,则

对 5 E X,存在X的紧子集K5 ,使得 5 E int(K5 ) ,又
因为正则的 Lindelo-f 空间为仿紧空间, 所以空间 M
的开覆盖{ int(K5 ) : 5 E X} 存在局部有限的开加细
覆盖 = {VO: O E A} ,再由空间 M 的 Lindelo-f 性
质,  存在一个可数的子覆盖 = {Rz: z E N} ,并
且对任意 z E N,存在 5 E X 使 Rz C int(K5 ) ,即Rz

C K5 .因为 K5 为 M 的紧子集,从而Rz 也为 M 的紧

子集,于是 = {Rz: z E N} 是M的由紧子集组成的
可数且局部有限的覆盖.又因为对任意的 z E N,有

Rz C int(Rz) ,所以有 U int ( )= X.
若 ACM且对任意 z E N, A Rz为Rz的闭子

集,即为 M 的闭子集.由于R 是 M 的覆盖且是局部
有限的,所以有 A = U zE N(A  Rz) = A,于是 A为

M 的闭集.
综上所述,由 k 系的定义可知 = {Rz: z E N}

为空间 X 的可数且局部有限的 k 系, 并且 U int
( ) = X.

( 2) 由连续映射保持紧性显然可得.
引理 2 设 是空间 X的由紧子集组成的可

数覆盖,令 M =  , f:X - Y 为自然映射,则
( 1)M 是局部紧的 Lindelo-f 空间.
( 2) f 是可数对一的 SL映射.
引理 3[5] 设 是空间X的点可数覆盖,那么

 是 X 的 k 系,当且仅当 X 是 k 空间且 是 X 的
由紧子集组成的 k 覆盖.
定理 4 下列条件等价,
( 1)X 是局部紧 Lindelo-f 空间的紧覆盖 ~ 有限对

一 ~闭 ~ SL映象;
( 2)X 是局部紧 Lindelo-f 空间;
( 3)X具有 6-可数且离散 k系 9 ,并且满足 U

int (9 ) = X;
( 4)X 具有 6-可数且局部有限 k 系, 9 并且满

足 U int (9 ) = X;
( 5)X 具有可数且局部有限 k 系;
( 6)X 具有可数的点有限且遗传闭包保持 k 系.
证明 ( 1) ( 2) 因为有限对一的闭映射为完

备映射,而完备映射保持局部紧 Lindelo-f 空间,所以

X 为局部紧 Lindelo-f 空间.
( 2) ( 3) 若 X 为局部紧 Lindelo-f 空间,则由引

理 1( 1) 可知, X有可数且局部有限的 k 系 9 , 并且
满足 U int (9 ) = X,从而 9 是 X的 6-可数且离
散 k 系,满足 U int (9 ) = X.

( 3) ( 4) 显然.
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( 4)=( 5) 若 X 有 O-可数且局部有限 k 系 ,
并且满足 U int ( ) = X, 记 = U  z, 每个

 z 为 X 的由紧子集组成的可数且局部有限集族,
令

 1= 1, n = {K -U z<n( U int(  z ) ) :K
E  n } , n 2 Z ,
记 =U nE N n,我们可断言 为 X的可数且局
部有限 k系.首先由 n 的构造知道, 中的每一个
元素均为 X 中的紧子集.其次验证 是可数且局
部有限的.对任意的 I0 E X,
令 N/ = {n E N, 存在 K E Kn, 使得 I0 E
int(K) } .
取 n0 = min(N/ ) ,所以存在K0 E  n0, 使得 I0

E int(K0) ,又因为 n0
为局部有限集族,所以存在

I0 的一个邻域 UI0 C int(K0) ,使得 UI0 与 n0
中有

限个元相交.由 n 的构造知道, UI0 与 n0
中有限

个元相交.而当 n > n0 时, UI0 与 n 均不相交.当 n
< n0时,由于 n 为局部有限集族,所以存在 UIn 使

UIn 仅与 n 中有限个元相交, 也就是与 n 中的

有限个元相交.令 VI0 = UI0 { ({n<n0UIn ) ,则 VI0仅
与 中有限个元相交,从而 可数且局部有限.
又因为 n0 = min(N/ ) ,并且 I0 E int(K0) ,所以

I0 E K0 -U z<n0 ( U int ( z) ) E  n0. 由 I0 的任意
性,  为 X 的覆盖.再结合引理 1 可得 =
U nE N  n 为 X 的可数且局部有限 k 系.

( 5)=( 6) 显然.
( 6)=( 1) 设 = {Fz: z E N} 为X的可数的点

有限且遗传闭包保持 k 系.由引理 Z 可知, X 为局部
紧 Lindelo-f 空间M在 SL映射 f 下的象,因为 为
X的点有限且遗传闭包保持 k系,容易验证 f为有限
对一的闭映射.
再验证 f为紧覆盖映射.对于X中的紧子集K,

由引理 3可知 是 X的 k覆盖,所以存在有限集族
 /C ,记作 / = {Fz: z { n} 使得 K CU z{nFz,
令 L= G {K{Fz: z { n} ,则 L是M中的紧子集,且

f(L) = K,于是 f 是紧覆盖映射.
定理 5 下列条件等价,
( 1)X是局部紧 Lindelo-f 空间的 1-序列覆盖 ~可

数对一的 SL映象;
( Z )X 是局部紧 Lindelo-f 空间的 1- 序列覆盖映

象;
( 3)X 具有由紧子集组成的可数的 sn 覆盖.

证明 ( 1)=( Z ) 显然.
( Z )=( 3) 设M为局部紧 Lindelo-f 空间, f:M-

X为 1-序列覆盖映射,由引理 1, M存在可数且局部
有限的开覆盖 使得对每一 R E  , R 是 M 的紧
子集.对于 I E X,由于 f 是 1-序列覆盖映射,存在

BI E f-1( I) 满足定义的条件.令 I = {f( R) : BI
E R E  }, = U { I :IE X} ,容易验证 是由
X 的紧子集组成的可数 sn 覆盖.

( 3)=( 1) 只需证明引理 Z中的 f是 1-序列覆盖
映射.对于 I E X,  是 X的 sn覆盖,存在 P E  
使得P是 I的序列邻域,取 IE f-1(I) { P,对于X
中的收敛序列 In - IE P,则{In} 终于 P,即存在 m
E N, 当 n 2 m 时有 In E P, 于是取 yn = In E
f-1( In) { P,则在M中 yn - I,故 f 是 1-序列覆盖
映射.
定理 6 下列条件等价,
( 1)X 是局部紧 Lindelo-f 空间的序列覆盖 ~ 可数

对一的 SL映象;
( Z )X 是局部紧 Lindelo-f 空间的序列覆盖映象;
( 3)X 具有由紧子集组成的可数的 Cs覆盖.
证明 ( 1)=( Z ) 显然.
( Z )=( 3) 只需证明引理 1( Z ) 中的 是X的 Cs

覆盖.对于X中的收敛序列 In - IE X,由于 f是序
列覆盖映射,存在 yn E f-1( In) ,使得在M中 yn - y
E f-1(I) ,于是存在 R E  使得 y E R,因 R是M
的开集,所以存在 m E N,当 n 2 m时 yn E R C R ,
因此{In} 终于 f(R ) E  ,即 是 X 的 Cs覆盖.

( 3)=( 1) 只需证明引理 Z 中的 f是序列覆盖映
射.对于 X中的收敛序列 In - IE X,由于 是 X
的 Cs覆盖,存在 P E  使得{In} 终于 P,即存在 m
E N, 当 n 2 m 时有 In E P, 于是取 yn = In E
f-1( In) { P,则在M中 yn - IE f-1(I) { P,故 f
是序列覆盖映射.
定理 7 对于下列条件,
( 1)X 是局部紧 Lindelo-f 空间的序列商 ~ 可数对

一 ~ SL映象;
( Z )X 是局部紧 Lindelo-f 空间的序列商映象;
( 3)X 具有由紧子集组成的可数 Cs 覆盖.
证明 ( 1)=( Z ) 显然.
( Z )=( 3) 只需证明引理 1( Z ) 中的 是 X 的

Cs 覆盖,对于 X中的收敛序列 In - IE X,由于 f
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是序列商映射 * 存在子序列{InI} 及 BI E f

-1( InI) * 使
得在 M中 BI - BI E f-1( I) .因 是M的开覆盖 *
所以存在 R E  使得{ BI} 终于 R* 于是{InI} 终于 P
= f(R ) * 即 是 X 的 CS 覆盖.

( 3)=( 1) 只需证明引理 2 中的 f 是序列商映
射.对于X中的收敛序列 In - I* 记 S= {I} U {In:
n E N} .由文献[15]中的引理 2. 7. 4可知 * 存在有限
子族  C 使得 SCU   . 令 = {P S:  
E   } * 则 是M的序列紧子集且 f( ) = S* 于是
存在收敛序列   C  使得 f(  ) 是 S的子序列 * 故

f 是序列商映射.
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