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摘要:讨论动力系统中的高阶延伸集和高阶延伸极限集 ,给出集合的高阶延伸集和高阶延伸极限集的连通性
的条件:设 X 是局部紧的度量空间 ,当 M 是连通的 , D-O (M) 是紧的则它是连通的 ;当 M 是紧的和连通的 ,且

J-O (M) 是紧的则它是连通的 .
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AbStract: higher prolongations and higher prolongational limit set in dynamical system are
discussed, and the condition that the higher prolongations and higher prolongational limit set of a
set are connected are given: let X be a locally compact metric space, suppose M is connected, then
D-O (M) is connected when it is compact; suppose M is compact and connected, then J-O (M) is
connected when it is compact.
Key wordS: c-c map, higher prolongations, higher prolongational limit set

本文令 X 表示局部紧的度量空间, R 表示实数
集合.假设 X上有一个动力系统(X, T) ,即有一个连
续映射使得 T:X > R - X 使得:

( 1) 对每一个   X, T( , 0)   ,
( Z ) T( T( , S) , z)  T( , S- z) ,对于  X, S, z

 R,
简记 T( , z) 为 z,其中  X, z R.记MT 

{ z=   M, z T} ,其中 M C X,TC R.若 M  
{ } , T { z} ,简记{ }T为 T, M{ z} 为Mz. M 表示

M的闭包.S M, E 表示{  X = 0( , M)  E} ( E>
0) .

1 点的高阶延伸集和高阶延伸极限集

定义 1. 1 设 P( ) :X - Z ( Z 是 X的所有子
集的集合) ,先定义 Z 个算子:

( 1)DP( )  { {P(U) = U /( ) } ,其中 /( )
表示  的所有邻域.

( Z ) P( )  U {Pn( ) : n  1, Z , } , 其 中

P1( )  P( ) , Pn( )  P(Pn-1( ) ) , n  Z, 3, 
引理 1. 1 ( 1)DP( )  {  X:存在 X 中的

序列{ n} 和{ n} ,使得 n P( n) ,  n- , n- } .
( Z ) P( )  {  X: 存在  1,  Z , ,   , 使得

  -1  P(  ) ,  1   ,    ,   1, Z , , - 1} .
引理 1. 2 1 ( 1)D 和  是幂等算子, 即 DZ  

D, Z   .
( Z ) 若 M C X 是 紧 的, 则 DP(M)  U

{DP( ) =   M} 是闭的.
证明 只证 Z   ,其它证明参看文献 1 .若

   P( ) ,则由  定义知    P( ) ,故  P( ) C
  P( ) . 若     P( ) , 则存在  1 , Z , ,  使得

  -1   P(  ) , 1   ,    ,   1, Z , , - 1.对

于每个   -1   P(  ) ,又存在   -11 ,   -1Z , ,   -1 ,使

得  -1 -1  P(  -1 ,   1, Z , , - 1,   -11    ,   -1  

  -1.于是存在 1 ,  Z1, ,  Z ,  31, ,  3 , ,   1 , ,    ,
使得   -1 -1  P(  -1 ) , 1   ,         .于是  



8P<:)  所以 82 = 8.
定义 1. 2 如果映射 P:X- 2:满足 8P = P则

称为转移映射.
性质 1. 1 若 P2 = P 则 P是转移映射.
证明 若 P2<:) = P<:)  则 P3<:) = P< P2< :) )

= P< P<:) ) = P2<:) = P<:) .由归纳法知对任意的

n Pn< :) = P<:)  于是 8P<:) = U {Pn< :) : n = 1 2 
 } = P<:) .
注 1. 1 上述结论的反面不一定成立.令 X =

N<N 为自然数集 )  P< n) = < I= I > n}  则 8P< n)
= U {Pn< n) = n = 1 2  } = { I= I > n} U { I= I >
n + 1} = { I= I> n} = P< n)  故为 P< n) 转移映射 
但是 P2< n) = { I= I > n + 1} S P< n) .
性质 1. 2 若 P:X- 2: 则 8P<:) 是转移映射.

这由引理 1. 2 可以直接得到.
定义 1. 3 如果映射 P:X- 2:满足DP= P则

称为丛映射.
定义 1. 4 映射 P:X - 2:称为 c-c映射 如果

满足:对于任何的紧集 K C X和 :E K 或者 P<:)
C K 或者 P<:) H  K S 9.
易见如果 P<:) 是连通的 则 P<:) 是 c-c映射.
定理 1. 1[1] 设X是局部紧的空间 P<:) 是 c-c

映射 如果 P<:) 是紧的则它是连通的.
引理 1. 3[1] < 1) 设{PU}  U E A 是一族 c-c 映

射 则 P = U PU 是 c-c映射;
< 2) 如果 P1 P2是 c-c映射 则它们的复合映射 P

= P1OP2 也是 c-c映射;
< 3) 如果 P<:) 是 c-c映射 则 8P和 DP也是 c-c

映射.
定义 1. 5[1] 设映射 7+ :X - 2:为经过点:E

X 的正半轨道 即 7+ <:) = :R+ .因为 7+ <:) 是连
通的所以是 c-c 映射 并且由于 7+ < 7+ <:) ) = 7+

<:)  所以 7+ <:) 是转移映射 即 87+= 7+ .我们设

D87+E D7+= D+1  称 D+1 <:) = H

{U[O + >) = U E /<:) } 是:的一阶正向延伸集 
其中 /<:) 表示:的所有邻域 U[O + >) = {:z= :
E U z E [O + >) } .由于 D是幂等映射故 D+1 <:)
是丛映射 但 D+1 <:) 不是转移映射 因此可以定义

D+2 = D8D+1 为:的二阶正向延伸集.假设已经定义
好了 :的 n 阶正向延伸集 D+n <:)  则可以定义 D+n+ 1
= D8D+n .这样对于任意正整数 n可以定义:的 n阶
正向延伸集 D+n <:) . 由转移映射 对于任意序数 U 
可以如下定义 :的 U正向延伸集 D+U :如果 U是一个
后继序数 并且已经定义了 D+U-1 则定义 D+U =

D8D+U-1;如果 U 不是一个后继序数 并且对于任意 B
< U 已经定义了 D+B  则 D+U = D U {8D+B = B< U} .
注 1. 2[2] 由 8的定义知 若 U1 < U2 则 D+U1 C

D+U2 .
性质 1. 3[1] < 1) 用超限归纳法易证对于任意

序数 U D+U 是 c-c映射.
< 2) 由于 D是闭算子 则对于任意序数 U D+U 是

闭的.
定义 1. 6 先定义:E X的一阶正向延伸极限

集 J+1 < :) = H {U[z + >) = U E /<:)  z > O} .由
前 面定义的算子 D 和 8 可以定义 J+2 < :) =
D8J+1 < :) .如果对于所有 B< U已经定义了 J+B  则可
以定义 :E X 的 U 阶正向延伸极限集 J+U = D< U
{ 8J+B = B < U} ) .
注 1. 3 由 8的定义知 若 U1 < U2 则 J+U1 < :) C

J+U2 < :) .
引理 1. 4[1] 对于任意 :E X 和任意序数 U 
< 1) J+U < :) 是闭的和不变的;
< 2) 对于所有的 z E R J+U < :z) = J+U < :) z =

J+U < :) ;

< 3)D+U < :) = 7+ <:) U J+U < :) ;
< 4)D+U < :) 是闭的和正向不变的;
< 5) 设 X 是局部紧的度量空间 当且仅当

D+U <:) 是 紧 的 时 J+U < :) 是 非 空 和 紧 的; 如 果

D+U <:) < J+U < :) ) 是紧的 则 D+U <:) < J+U < :) ) 是连通
的;并且如果D+U <:) < J+U < :) ) 不是紧的 则它没有紧
的分支.
注 1. 4 存在闭的 c-c 映射 P<:)  虽然不紧但

有紧的分支.

2 集合的高阶延伸和高阶延伸极限集

定义 2. 1 集合M的高阶延伸集D+U <M) = U
{D+U < :) = :E M}  集合 M 的高阶延伸极限集

J+U < M) = U {J+U < :) = :E M} .
另外对于集合 M 定义 A+ <M) = U {A+

<:) = :E M} 和 M<M) = H {M[z >) = z > O}  其
中 A<:) = H {:[z + >) = z > O} .
性质 2. 1 < 1) 当 M 是紧的 则 D+U <M) 和

J+U < M) 都是闭的和正向不变的.
< 2) 若 U1 < U2 则D+U1 < M) CD

+
U2 < M)  J

+
U1 < M) C

J+U2 < M) .

< 3) A+ <M) C M<M)  M<M) C J+1 < M) C
J+U < M) < U > 1) .
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( 4)D+D (M) = M[O + O) U J+D (M) .
这些性质的证明可以直接从定义得到.
定理 2. 1 设 X 是局部紧的度量空间 I(M)

= U {I(:) = :E M} 是 c-c映射 则当M是连通和

I(M) 是紧的时 I(M) 是连通的.
证明 假设 I(M) 是紧的时但不是连通的 则

存在不相交的非空紧集M1和M2 使得 I(M) = M1

U M2.因为 X 是局部紧的度量空间 所以分别存在

M1 和 M2 的紧邻域 U1 和 U2 使得 M1 C U1 M2 C
U2 且 U1 { U2 = Z.因为 M C I(M) 和 M 是连通
的 所以或者 M C M1 或者 M C M2.不妨设 M C
M1 则存在:E MCM1 使得 I(:) { U2 S Z 所以

I(:) { HU1 = Z 这与 I(:) 是 c-c 映射矛盾.
推论 2. 1 设 X是局部紧的度量空间 则当M

是连通和 D+D (M) 是紧的时 D+D (M) 是连通的. 这
是因为 D+D (M) 是 c-c映射.特别对于 D+1 (M) 结论
成立.
引理 2. 1 ( 1) 设 X 是局部紧的空间 M 是连

通的 则M[O + O) 是紧的当且仅当 w(M) 是非空
和紧的时它是连通的.
证明 若 w(M) = Z 时无须证明. 下面设

w(M) S Z 假设 w(M) 是紧的但不是连通的 则存
在不相交的非空闭集 P和 0  使得 w(M) = P U 0 .
因为 X 是局部紧的和 w(M) 是紧的 则存在  > O 
使得 S[w(M)   ]是紧的.因为M是连通的 所以当 t
 O时M[t + O) 也是连通的.因为 S[w(M)   ]是

w(M) 的一个邻域 所以存在 T> O 使得 M[T +
O) C S[w(M)   ].设 N = S[w(M)   ]\(P U 0 )  
当 t  T时设 Nt = M[t + O) { N.如果存在 T1

> T使得 NT1 = Z 则M[T1 + O) = P U 0  这与

M[T1 + O) 是连通的矛盾.所以对于任意的 t  
TNT1 S Z.因为集合{Nt = t  T} 具有有限交性质 

所以 { {Nt= t  T} S Z(参看文献[3]) . 于是 {

{M[t + O) {N= t  O} = w(M) {NS Z 但是

w(M) { N = Z 所以假设不成立.即证明当 w(M)
是紧的时它是连通的.

( 2) 设 M 是 紧 的 则 M[O + O) =
M[O + O) U w(M) .
证明 只需证明M[O + O) C M[O + O)

U w(M) .设 y E M[O + O)  于是存在 M 中的点
列{:H} 和[O + O) 中的点列 tH 使得:HtH - y 其中
或有 tH - tO E [O + O) 或有 tH -+ O.当 tH - tO
E [O + O) 时 因为 M 是紧的 可以设 :H - :O E

M 于是有:HtH -:OtO和:OtO = y E M[O + O) .当

tH -+ O时 由定义知 y E w(M) .所以 y E M[O +
O) U w(M) .

( 3) 设 X 是局部紧的空间 M C X 是非空和紧
的 则当且仅当 w(M) 是非空和紧的 M[O + O)
是紧的.
证明 由性质( 2) 只需证明充分性.因为 X是

局部紧的空间和 w(M) 是非空和紧的 所以存在 >
O 使得 S[w(M)   ]是 w(M) 的一个紧邻域 于是存
在 T> O 使得M[T + O) C S[w(M)   ]是紧的 
因此M[O + O) = M[O T] U M[T + O) 是紧
的.
引理 2. 2 设X是局部紧的空间 当 J+D (M) 是

非空和紧的 则 w(M) 是非空和紧的.
证 明 当 D = 1 时 因 为 J+1 (M) = U

{J+1 (:) = :E M} S Z是紧的和 J+1 (:) 是闭的 所以
存在 :E M 使得 J+1 (:) S Z是紧的 由文献[1]知

A+ (:) S Z. 而 A+ (:) C A+ (M) C w(M)  所以

w(M) S Z.又因为 w(M) C J+1 (M) 和 w(M) 是闭
的 所以 w(M) 是紧的. 当 D > 1 时 因为 J+D (M)
= U {J+D (:) = :E M} 是非空紧的和 J+D (:) 是闭
的 所以存在 :E M 使得 J+D (:) 是非空的和紧的 
所以也存在:E M使得 J+1 (:) C J+D (:)  又 J+1 (:)
是闭的 所以 J+1 (:) 是紧的 由前面的证明知 w(M)
也是非空和紧的.
引理 2. 3 设 X是局部紧的空间 M是非空和

紧的 则 D+D (M) 是紧的 当且仅当 J+D (M) 是非空
和紧的 D+D (M) 是紧的.
证明 设 J+D (M) 是非空和紧的 则由引理 2. 2

知 w(M) 是非空和 紧 的 再 由 引 理 2. 1( 3) 知

M[O + O) 是紧的.于是 D+D (M) = M[O + O)

U J+D (M) = M[O + O) U J+D (M) 是紧的.反之
显然成立.
定理 2. 2 设 X是局部紧的度量空间 M是紧

的和连通的 则当 J+D (M) 是紧的它是连通的.
证明 当 M = Z或 J+D (M) = Z时无需证明.

设 M S Z 和 J+D (M) S Z J+D (M) 是紧的 假设

J+D (M) 不是连通的 则存在不相交的非空紧集 P和

0  使得 J+D (M) = PU 0 .由引理 2. 2知 w(M) 是非
空和紧的 再由引理 2. 1( 1) 知 w(M) 是连通的 于
是存在或者 w(M) C P 或者 w(M) C 0 . 不妨设

w(M) C P 因为 w(M) C P是紧的和M[O + O)
(下转第 24 页)
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含水量为 O. 56> 1O-2~ 2. 22> 1O-2mol/L G 蒎烯的
含水量小于 2. 78> 1O-2mol/L 时 G 蒎烯树脂软化
点和得率最高 G
在反应温度-15  AlCl32 C基于 G 蒎烯 )  

AlCl3/SOCl3 质量比为 2 单体浓度 5O  催化剂以
分次方式加入 单体滴加速度为 12O 滴/为 反应时
间 4h 的工艺条件下 制得软化点为 138. O  得率
大于 8O. O  色级为 3C铁钴色)的浅色高软化点 G 
蒎烯树脂 G
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C上接第 2O 页)
是紧的 所以 M[O + O) U P = M[O + O) U
GCM) U P = M[O + O) U P是紧的.下面证明

M[O + O) U P与 不相交.假设CM[O + O) U
P)      则存在   M[O + O)    从而  
是不变的 故 GCM) C   这与假设矛盾. 最后 
D+
O CM) = M[O + O) U J+O CM) = CM[O + O)
U P) U  和 M[O + O) U P与  是不相交的紧
集 这与当 M 是连通的和 D+

O CM) 是紧的时 
D+
O CM) 是连通的矛盾 所以假设不成立 即证明当

J+O CM) 是紧的则它是连通的.
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