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摘要：定义了次奇强协调标号，并证明无交并图U础cj是奇优美的和次奇强协调的．
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Abstract：This paper defines weak odd strong harmonious labeling and proves that disjoint union

graphs U m。口are odd graceful and weak odd strong harmony．
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目前图的标号研究已经取得了很多成果⋯，自

1975年’A．kotzig[23考虑了两个图之并(即不连通

图)的优美性之后，人们在不连通图方面做了大量的

研究．研究范围主要有圈图与圈图之并口]，路图与圄

图之并‘““，完全图与完全图之并⋯，圈图与星图之

并”3等等．文献Is]中作者证明了图Um．C：是(kd，
I一1

8

d)一优美图，本文在此基础上证明了图Um，Ci(当
}2i

m，一i，即Um。(焉一ci U 2Ci U 3(j U⋯U”c；))

是奇优美的和次奇强协调的，并将此结论推广到m。

取任何自然数的情形．

定义1 对于自然数m，，m，Um，Ci表示n个
911

m；C：的无交并图，其中m，Ci表示由m。个c。圈且恰

有两条公共边构成的图(当m．=m时m；C：如图1)．
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图1 mJcz(m，一m)

定义2[13对于简单图G(V，E)，如果存在一个

单射f：y(G)一{0，1，2，⋯，2lE(G)I一1)，使得对

所有的边F=“”∈E(G)，由f‘(“”)一1，(“)一

，o)I导出的映射，+：E(G)—，{1，3，5，⋯，2{E(G)『

一1)是一个双射，则称G为奇优美的，，为G的奇优

美标号．

定义3 对于简单图G(V，E)(G(y，E)不是

树)。如果存在一个单射f：矿(G)一{0，1，2，⋯，

2lE(G)I—1)，使得对所有的边e一“口∈E(G)，由
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f’(“_)一，“)+，扣)导出的映射f‘；E(G)一{1。

3，5，⋯，2lE(G)I一1)是一个双射，则称G为次奇

强协调的，，为G的次奇强协调标号．

1 奇优美标号的算法

对于无交并图U慨c：(m，=f)，易知

fy(0。。c：)i一兰掣，f￡(0。，c：)}：”o+3)
对较小的n用遍历算法探索奇优美标号并寻找标号

的规律，步骤如下，

步骤1：输入"；

步骤z：在0，1。⋯，2n(n+3)一l中选取

盟噤卫个数‰钆⋯，8掣_1，
步骤3：给出顶点口．到n，的一个对应I

步骤4；计算图中所有边的值，如果某一条边的

值为偶数或者某一条边的值和前面计算的边的值重

复了，如果珥到毋还有其它对应，转到步骤3，否则，

如果从2n“+3)个数中选取丛掣个数还有其
它方法，则转到步骤2，否则，结束5

步骤5；找到一个奇优美标号，输出所有顶点的

标号值，转到步骤3．给出顶点让到卿的下一个对应，

寻找下一个奇优美标号法．

根据算法编写程序，上机计算，对较小的n找出

了奇优美标号的规律，根据此规律，n较大时也符合

奇优美标号的规律，这样就找出了它的奇优美标号．

应用该算法可以类似地找出无交并图

Um：Ci(m。一i)的次奇强协调标号．
1。l

2 定理及证明

如图2所示，记无交并图Um，Ci(ml—i)的第J
l=1

个分支的顶点为”护，”f”，⋯，叫}e，其中公共边上的

三个顶点标号为。撺：，。护，巧2。，其它顶点由下至上

分别为口{”，_{”，⋯，谚’．

的

△△△△丛
图2 Um，Ci(m．一i)

z；1

定理1 无交并图Um：C：(m。=i)为奇优美
i--l

证明 给出图Um。c：(m。=i)的顶点标号如
I。1

下：

，(口i”)=4i．i∈{o，1)；

，(_j”)一，(口j与”)一2+4f，这里J∈{2'．．·，

n}，i∈(0，1，2，⋯，j}}

，(一乳)；2n(n+3)一1—6(j一1)tJ∈{1，

2，⋯，”)I ，

，(_髯。)一2n(n+3)一3—6(J一1)，J∈{1，

2，⋯，n)．

对应边的标号，’为t

，‘(碰”“2I)=2n(n+3)一3～6(J一1)一

，(叫毛”)+2—4i=2n(n+3)一6(J一1)一

，(时与”)～1—4i．J；2，3，⋯，n，i=0，1，⋯，J’

f。(口j”口j}2)；2n(n+3)一1～6(j一1)一

，(“与”)+2—4i=2n(n+3)一6(j一1)一

，(一与”)～4i+1，j一2，3，⋯，n，i=0，l，⋯，j；

，’(∞；”口j址)=2n(n+3)一3～4i，i；0，1}

f。(彰”#I坡)一翻白+3)一】～4i，i一0，1．

当i走遍0，1时，f。(口⋯”；?。)走遍{2n(n+3)

一3，2n(n+3)一7}I，+(口f”口；，2)走遍{2n(n+3)

一l，2n(n+3)一5}．当i走遍0，1，⋯，，中的元素，

』走遍2，3，⋯，”中的元素时，广(。；”口j￥-)走遍{1，

5，9，⋯，2n(n+3)一11)；，+(谚’口肄z)走遍{3，7，

1l，⋯，2no+3)一9}．

显然，’为E(Um。Ci(m．=i))到{l，3，5，⋯，
一一1

2”“+3)一1)的双射，所以无交并图Umg(m，=

z)为奇优美的．

定理2无交并图Um职(m。=i)为次奇强协

调的．

证明 给出无交并图Um,C：(m。一f)顶点标

号如下：

，(一”)一4i，i∈{0，1)}

，(uf”)一，o：与”)一2+4i，这里J∈{2，⋯，

”)，i∈{o}1。2，⋯，J}}

，(口髯2)；1+6(歹一1)，歹∈{1，z，⋯，≈}f

，(口j袅)；3+6(，一1)，J∈{1．2’．．·，H)．

同理定理1的证明，显然，在此顶点标号下无交

并图Um。q(m。=i)为次奇强协调的．

推论 当m。为任意自然数时，无交并图

Um。Ci是奇优美的、次奇强协调的．
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2n条填充边。4+2：14．

第2步：继续消去图中的度顶点，得到2条填充
参考文献：

边．所得到的图记为n．

第3步：利用引理1．1，对D。先消去顶点口22，接 [1]李文杠，林诒勋-图的最小填充的分解定理[J]·应用数

着消去顶点口⋯得到2个K。+C。，1个￡k一，与2条 r+i一学与计算数学学报,1994,8(1)；39—46·

填充边．依此类推，对D¨继续分解，共得到2(n一
[2]原晋江_图的填充和运算[J]，中国科学：A辑，1994，24

3)个KI+c3，1个K1+ct与2(n一3)条填充边·
[3]林诒勋．图的填充问题的约化[J]．应用数学，2000，

F(，。(2，”))‘2”+2+2(”一3)+1。4”一3· (3)：I-5．

f3·“一1’ [4] YANNAKAKIs M．Computlng the minlmum fill-in is

定理2·6 F(F(3；H))一{9，H一2， np—complete[J]．SLAM J Alg-Disc Math，1981．“1)：

【14，n一3． ’77—79．

证明 14当n一1时，F(3；1)为具有3个方型
[5]冯爱芬．几类特殊图的最优填充[J]．河南科技大学学

网格的一阶网图，结论显然成立． 报：自然科学版，2004，2：93—96．

2。当n=2时，把F(3；2)的所有2度顶点消去． [6]YUAN JJ．Alocalreductire eliminati。nforthefil卜in

得到8条填充边与1个K1+C4．由于F(Kl+C4)= of graphs[J]．DiscMaths．1995。147：321—827．

1，所以F(F(3；2))=8+1=9． [7] 卜长江，高振滨，齐玉梅．阿图的优美性[J]．哈尔滨工

3。当n=3时，与2。证明方法类似，利用引理 程大学报，1995，3；102—105·

1．1先消去所有的2度顶点，接着消去首末两行的4

个3度顶点，得到的图记为D。，经观察，给D。加上2
(责任编辑：尹闻)

条边，就能使其成为一个弦图．故F(F(3，3))一8+
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仿照定理1及定理2可以给出Um。C；的奇优
I。1

美标号和次奇强协调标号．
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