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摘要：利用数学归纳法和积分不等式技巧，给出一类具有时滞的非连续函数积分和不等式中未知函数估计的

证明过程。
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Abstract：The mathematical induction and integral inequalities are applied so as to provide the

proof process for unknown function estimation in a class of discontinuous integral function and

integral inequalities methodology．
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尽管多数微分方程无法求出精确解，但是人们

可以利用积分不等式技巧对其解的模进行估计．这

样的估计可以证实微分方程解的存在性、有界性、唯

一性和稳定性等定性性质n~7]．本文受文献[1，4～

8]的启发，给出一类非连续函数积分和不等式中未

知函数估计的证明过程．

1积分和不等式

1983年S．D．BorysenkoE31给出积分和不等式

y(f)≤C+I‘P(r)Vm(r)dr+∑Ev(t；一
。勺 r。承，

O)，V t≥to，m>0，m≠1 (1．1)

中未知函数y的估计，其中t。<t2<⋯，limti—o。，

C≥0，p≥0，P(￡)≥0，t，是函数y(f)的第一类不
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连续点．通过对这个积分和不等式中未知函数进行

估计，可以推出对应脉冲微分方程的一些重要性质，

这个积分和不等式是进一步研究更复杂形式脉冲微

分方程与积分和不等式的基础．

2 主要结果

定理l嘲假设非负逐段连续函数y(f)满足积

分和不等式(1．1)，那么未知函数V(f)有估计：当0

<Tn<1时，

y(￡)≤ Ⅱ(1+且)[c1一m-I- (1 一
tO<ti<t

广f

m)I P(r)dr]““一’，V t≥to； (2．1)
dfO

当研>1时，对满足

厂P(r)d(r)<
Jfo

C1一“

(m一1)1-[(1+屈)”一1
tO<ti<t

(2．2)

的任意t≥t。有

y(￡)≤CⅡ(1+展)[1一(m一1)·
，O<ft<，

(c n(1+届))”一1 I‘P(r)drJ刈‘Ⅲ-"． (2．3)
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证明 当0<，，2<1时，令L=ItH，t1)，i=

1，2，⋯．考虑t∈I。，(1．1)式变成y(f)≤C+

I P(r)V”(r)dr，V t∈11． 令彤(￡)=C+
JL

I P(r)V“(r)dr，显然‘Ⅳ(o)=C，y(t)≤Ⅳ(z)．那
JtO

么有

d—WF(t)一P(￡)ym(f)≤P(t)Wm(t)，V￡∈11．
Q￡

(2．4)

由(2．4)式推出

d丽W两(t)≤P(f)d￡，V￡∈I。． (2．5)

(2．5)式两边关于t积分，得到Ⅳ(￡)≤[C卜“+(1

一优)l P(r)dr]1m一’，V f∈11．根据Ⅳ(￡)的定义
Jf0

得到

y(f)≤[c卜”+(1一，，2)I P(r)dr]“‘1一⋯，V t
Jf0

∈，，． (2．6)

当t∈I。时，由(1．1)式推出，对于任意t∈Iz有

y(f)≤C+l P(r)V“(r)dr+plV(tl—o)；
Jf0

c + rP(r)p(r)dr + fllV(tl — o) +
Jto

f。P(f)p(r)dr≤C+』：：P㈤∥一+(1一
m)l P(s)ds]州“一神dr+ pl[c卜” + (1 一
J l^

叫≯州∥卜神+『：，脚，妒㈤dr=c-+
卢，)[c-一一+(1一m)f‘1P(r)dr]t／(1一一，+

JtO

I P(r)V“(r)dr． (2．7)
J，1

类似处理t∈I。时的方法，由(2。7)式推出

y(z)≤{(1+卢1 l--[C卜”+(1一

m)，1P(r)dr]tO +(1一优)f。P(r)dr)l／‘1一神<(1+J
Jll

卢1)[c卜”+(1一舰)l P(r)dr]“n一’，tl<t<t2．
JtO

(2．8)

假设t。<t<t^时，有

y(￡)≤ Ⅱ(1+佛)[c卜。+ (1 一
to<t-<l

t't

撒)I P(r)dr]17‘卜⋯． (2．9)
JIo

当t∈IH。时，由(1．1)式推出

’y(￡)≤C+r P(r)Vm(r)dr+壹fl,V(tf—y(￡)≤ +I “ +2 j f—

o)=C+rP(f)y”(f)dr+∑fly(t，一o)+

P(r)V”(r)dr≤c+』：：脚¨～隳，c，+跏
[c·一m+(1一m)fr l／(1--m)P(s)ds] )mdr+奎展．[c卜”+(1一m)I )“ +∑展·

娶(1+岛)[c卜“+(1一扰’j：：P∽蜊‘1一’+
r尸(r)ym(r)dr；C+奎Ⅱi--1(1+岛)m{[c卜m+

(1一班)I‘P(s)ds]1／(1一“’一[c1一”+(1一

优)广㈠P(，)出]-／(1一m，)+∑k屈Ⅱi--I(1+角)[ct—m+
。‘0 i21 J亍1

(1一柳)，。P(s)ds]“(1一帕+『：P(r)V“(r)drto =(1+(1一，，2)l‘ 1m一”’+l
“
=(1+

J —f．

厥)Ⅱ(1+屈)[c1一”+(1一
tO<‘，<II

叫．：：％汕]l／“一)J t。P(r炉(州L
再类似处理t∈I。时的方法，有

y(f)≤{Ⅱ(1+展)1一”[c1一”+(1一

m)f‘P(s)出]+(1一优)ff P(r)dr}-，(1一m’≤
J10 J，●

Ⅱ(1+届)[c卜”+(1一撒)I：P(s)出l／(1--m)s“<
t<tj+卜 (2．10)

综合(2．6)式，(2．8)式，(2．9)式和(2．10)式

可知，当0<m<1时，估计(2．1)式成立．

再证明m>1的情况．当t∈I。时与0<埘<

1的情况类似，由(1．1)式可以推出(2．5)式．两边关

于t积分，对于满足l P(r)dr<C1--m／、(优一1)的任

意t∈11有

y(￡)≤c[i一(m一1)c“一1 l P(r)dr]-17协一1’．

(2．1】)

假设对满足
n r、1一m

p。Ⅻ@K百i青雨i而
10<t<，

的任意t。<￡<“有y(￡)≤CⅡ(1+届)[1一(m
f0<fj<l

一1)(ct隳，(1+纠一『：。P(r)dr]-1舳-1)．当￡∈o<d<t 。‘O
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Ik+1)且满足『：oP(r)d(r)<
C1一”

(m一1)Ⅱ(1+展)“一1
tO<fl<f

c优一·，'oP(S)ds]-l舳-lk c垂c·+叭t一
时，与o<研<1的情况 (拼一1)9一t血(1+岛)m一·r P(s)出]一-伽一"．

J=1 Jf0

类似，由(1．1)式推出

y(f)≤c+f‘P(r){cⅡ(1+展)[1一(优一
。‘0 to<ti<r

1)(c H(1+屉))一一1×广P(s)ds]--l／(m--1))mdr+
to<t．<f 。‘o

∑展c IT(1+flj)E1一(，，z一1)×(cⅡ(1+

flj))“一1．tiflj))P(r)dr-]一l／(m—l’+．f：P(r)V“(r)dr=CtO +一1 q八一”+l “ = +
·

J|t

∑CH(1+岛){[1一(优一1)(cⅡ(1+

一))”一1 X I‘P(s)ds]叫7‰一1’一[1一(优一1)·

(cH(1+flj))”一1×r1P(s)出]叫‘m-¨)+
j=z o‘0

∑展cⅡ(1+flj)[1一(优一1)X

(cII(1+岛))”_1 I．‘‘P(r)dr]_17佃～·，+
， j=l 。‘0

厂尸(r)ym(r)df≤c血(1+岛)j1～(脚一

1)(cⅡk(1+尾))m一-rP(s)出]一·／tm一-，+

f附职f)dr．
用CⅡ(1+岛)[1一(优一1)(cH(1+

岛))m一，r尸(s)出]一】／(m一-，替换(2．11)式中的c得到

y(f)≤{c1一”H(1+岛)1一“[1一(优一

1)(c垂(1+舢⋯p0∽山]一(m_J—l
一。

1)f‘P(r)dr}一t／cm一，，一[c卜m血(1+岛)，一m一

(2．12)

由(2．12)式不难证明估计式(2．3)．综上所述，定理

l证明完毕．
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