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摘要：运用留数定理求解形如I eaxf(e。)dz的一类亚纯函数的广义积分及其Cauchy主值的和，得到
J一∞

r∞

l e“厂(e7)dx(Cauchy主值)与留数间的关系．
J一。。
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Abstract：This article’S prime task is solves the shape like type I e“f(e。)dx on the generalized
J一∞

integrals of meromorphic functions and their Cauehy principal value summation problem．By

using the theorem of residues，in the path，the theorem of relational expression between

ro。

e”f(e。)dx(or the Cauchy principal value)and the residues are gained．
J一∞

Key words：meromorphic function，generalized integrals，Cauchy principal value，theorem of
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对于反常积分l e“f(e。)dx，要想通过求被积
J—cD

函数的原函数来求解有时候比较困难．本文在不求

出被积函数原函数的情况下，利用复变函数中计算

围线积分的方法计算反常积分I e“f(e7)dx，把积
J一∞

分问题转化为求解适当选取的亚纯函数在奇点处的

留数之和，得到I e“厂(r)dx(Cauchy主值)与留
J一∞

数间的关系．

定理1设厂(z)为有理函数，且分子的次数小

于分母的次数，若厂(2)在实轴上除了有非零的一级

极点外解析．令F(z)一e“f(e7)，其中0<a<1为

常数，则

V．P．f”e一，(e，)dz：
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等∑叫R弛esP[酽几2)]+
南∑[。；．。R．。。es‘：。[e。2，(e2)]—}一

Res [e42f(e2)3-1．
z2xt+2Fi·Ira 7J42。

证明 设厂(F)在带形区域0<Imz<27c内

的奇点为口l'．”，吼，在实轴上的奇点为x，，⋯，z。，则

z，+2=i，⋯，z。+27【i也为f(e2)的奇点．

设C，表示以五为圆心，，．为半径的上半圆周．a

表示以而+2hi为圆心，r为半径的下半圆周，厶表

示以五一。+2hi+r和五+2兀i一，．为端点的线段，

2≤t≤iv／，Ll表示以一尺+27ri和z1+2m—r为

端点的线段，厶+。表示以,27。+2rd+r和尺+2，ci为

端点的线段．C由z。，L。，C，⋯，q，厶，z2，[一R，z1一

r]Cl'．．．，G，[z。+r，尺]组成，其方向如图l所示．当

R足够大且r足够小时，可以使所有的al，．．．'a。落在

C内．

 



张 毅：一类亚纯函数的广义积分及其Cauchy主值 155

图1 辅助围线

由留数定理uo知

』cF(2)d2 = 』‘F(z)d2 + ．r‘F(2)dz +

L。F(名)d名+⋯+L，。F(z)d2+-r。。F(2)dz+
f F(2)＆ + r1～F(2)d名 + f F(z)d2 +
Jl。 J—R Jc．

Jx，2。+--r，Fcz，dz+⋯+J。Fc2，dz+』：。+，Fcz，d2一
P ResF(2)． (1)

—1=—1￡5口-

(I)证明“m l F(z)dz=0．
R一+∞J1．

在f。上有2=R+iy，0≤Y≤27t，则

IJ』1心)dz l一[J'lle"‘S+iY)f(e斛叼d(R+iy)I一
／"21r r20

ea(R+i"f(eR+iy)idy l≤I e厕If(eR+iy)Idy． (2)
J 0 J 0

因为厂(z)为有理函数，且分子的次数小于分母

的次数，所以

lim塑一A．
其中A为有限复常数．因此存在肜>0，当J名I≥尺

>M时有

’If(圳≤料．
结合(2)式可以得

If．F(2)dzl≤．『了eaR If(eR+睁)Idy≤』：。e非·
掣dy一嬲2耳，
因此

-，

lim l F(z)dz一0． (3)
R·∞Jf．

(Ⅱ)证明lim I F(z)dz=0．
R一+∞J，．

在Z：上有2=一R+iy，其中0≤Y≤27c，则

JI F(z)dz l—l eat--R+i，’f(e--R+iy)d(一尺+
J12 Jf2

iy)I—I I ea(-R+咖’f(e—R+b)idy I≤≤

I e-积If(e硝+哆)fdy． (4)

因为

lira e一斛iy=0．
R—·+∞

而，(z)为有理函数，所以

limf(e—R+b)=厂(0)．
R—-oo

结合(4)式可以得

J，：F(名)d2 I≤，了e一积[f(e-S+i-)l dy≤

I e-积12f(o)ldy=4nl厂(o)Ie-积，

因此

lim I F(z)dz=0． (5)
R_’”J12

(Ⅲ)证明limI F(z)dz一一ni ResF(z)．
r一0Jc 222‘

因为．27，是厂(z)的一级极点，所以也是f(e2)的

一级极点，从而是F(2)的一级极点．所以存在五的

去心邻域Uo(乃，￡)，在该去心邻域内F(名)有形式：

F(2)=』二L+f1(2一z)+⋯+

厶(名一z)”+⋯一}兰：+F1(z)，
其中F。(z)在U(x，，e)内解析，f—l≠0．所以当取r

<￡时有

．『q心池一J．q兰d2+LFl(训z．(6)
结合G的参数方程：z一乃=re嘏，得到

I—』工d2一一7配一1i． (7)
JCt z一工f

又因为F。(z)在U(五，￡)内解析，所以再假设

IF。(2)I≤A，其中A为正常数，所以

I『cfF·(z)dzl≤L fF(z)lds≤LA出=A吖，
因此

liml Fl(z)dz一0， (8)
r—。0J

Ct

结合(6)式、(7)式和(8)式有

lim l F(z)dz=一ni ResF(z)． (9)
r—oj

ct z2’|

(IV)证明limI．F(z)dz=一7ti Res F(z)．
7一OJ

Cf ：=。l十2'a'i

由于乃+2hi是F(名)的一级极点，所以存在五

+2hi的去心邻域Uo(五+2hi，s)，在该邻域内F(z)

有形式：

F(z)=7二{靠+一(2一五一27ci)+⋯
+己(z一五一2hi)”+⋯一7二{-兰1磊+F1(z)，
其中F1(2)在U(x，+27ci，e)内解析，t。≠0．所以当
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取，．<￡时有"z，dz—L南dz+肼∽珐
(10)

结合a的参数方程：z—X，一2面=re够，得到

I．墨d名一一碰li． (11)
jC．z—zt

‘

又因为F。(2)在U(x，+2=i，￡)内解析，所以再

假设JF。(2)l≤B，其中B为一正常数，那么

I，tFt(2)d2l≤．『c：IFt(2)lds≤．『tBds=Brtr，
因此

liml，Fl(z)dz一0． (12)
r。0JC‘

结合(10)式、(11)式和(12)式有

limI．F(z)dz=一hid_l一一，ci Res F(z)．
7—’0J

Ct 8一十2m
(13)

(V)考虑l F(z)dz与I F(x)dx的关系，其中
r fR

J工 J一尺

L表示以R+2=i为起点，一R+2丌i为终点的有向
线段．

在己上有2=z+27ci，一尺≤z≤R，则
F(z)一F(x+2m)=e4‘2+2耐’f(e什2耐)=

e2捌e“f(e7)=eZa'．F(x)。

所以

胁划z=e2捌e露mm一
一e2槲l F(x)dx． (14)

结合(1)式、(3)式、(5)式、(9)式、(13)式和
(14)式得

V．P．(1一e2捌)l F(x)dx一

27【i∑R⋯esF(z)+7ti∑ResF(2)+
P1”n，．|夏8 z|

7ri∑Res F(2)，
=#一‘+2a'i

从而有

V．吖：一m一品妾R～es，跑，+
毒丽圣[～Re，s盹)+～RⅢesl I 一心)]，1 o 一⋯， ￡一，．十Zm

所以
r4-∞

V．P．I e“厂(e。)dx—
J—oo

降2m墨"R—es["e“厂(e。)]+
卫1--e2a耐∑IRes[-e“厂(e。)]+Res一[e一厂(e=)]]，，_=l ==J， =一aT．-VZ玎

j日B么
r+∞

V．P．I e“厂(e。)dx=
J一∞

#‰∑一，．隐J酽胎)]+
#≥∑[：：盛．；0[e“，(e2)]+

Res e。f(e2)]]．
￡=‘+2，ri·Imxj=24

推论1 设，(2)为有理函数，且分子的次数小

于分母的次数，若厂(z)在实轴上没有奇点．令F(z)

=e”f(e7)，其中0<a<1，则
r+o。

e“厂(e7)dx=
J一∞

若‰∑一．怒<。。[e“厂(e。)]．
例 计算积分J—o。南dx·
解 设，(z)一i’≠7，F(z)一南tax／Z ，则有

1

F(名)=e吉zf(ez)．显然厂(z)在实轴上没有奇点，在

上半平面上仅有1个一阶极点：z=i，并且，(z)分子

的次数小于分母的次数，o<口一i1<1，Ng_gN
1

的条件．

又因为F(z)在实轴上没有奇点，在带形区域0

<Imz<2z内有2个一阶极点：2。一雩和2。一罟．

]而ResF(z)一一百1 e{i，ResF(z)=-fil e一詈‘，由定理1
2一吾i

厶
z：娑i

。

可得
、

V．P．-f：二羔如一禹卜护+
軎e一}]=孚死

厂+oo pz／2 厂+∞ p』／2

又因为j一。}芊≯收敛，所以J—i_芊虿dz 2

^
—r兀·
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