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摘要：研究～类拟七次解析系统的中心条件与等时中心条件，得到该系统原点的前 24个奇点量及系统原点成 

为中心 的条件 ，再通过对周期 常数的计算 ，得到其 复解析系统原点成为等时 中心 的必要条 件 ，并证 明这些条件 

的充分性． 
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Abstract：The centers and isochronous centers of the origin for a class of quasi—seven—degree 

system were studied．After calculating the first twenty—four singular point values，conditions 

for the origin were obtained to be a center．Then necessary conditions for the origin to be an 

isochronous center were found through computing and simplifying the period constants．Mo— 

reover，the sufficiency were proved by effective methods． 
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ty，period constants 

在平面微分自治系统定性理论中，如何决定奇 

点的中心与等时中心条件 是个非 常困难 的问题 ，目 

前 许 多 学 者 对 此 进 行 了研 究 ，并 已得 出大 量 结 

果口 ]．有关拟解析系统的报道最早见文献[6]，该 

类系统更多的研究可见文献[1～1O]．本文考虑如下 
一 类拟七次微分系统的中心和等时中心条件 ： 

___

dx
一 一 z + ( 十 Y ) (A7。z + A61z。Y+ 

U 

A52 Y +A43z Y。+ A34 。Y +A25 Y + A1 6xy + 

A07 )， 

dy
—  + (z + yZ) (B7。 + B 61lz + B52z 

U  

+ B43 Y。+ B34 。Y + B25z Y +Bl 6xy。+ Bo7Y )． 
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该系统在复线性变换 z— +iy，叫-二 —iy，T—it， 

i一 二_『下变为一类复平面微分系统 ： 

券一z+(例 (Ⅱ。 硼 t-a a4z：~训 +d — 。+ 
口52 叫 )， 

一 一  + ( ( 2 +6。 训 + 64 3Z"。 + 

b ， 戳 )． f2) 
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两系统系数之间存在关系：口 。一一告(3B 一／／3 一 X 

B 2+ 3／／3 61)，652一 ， 

口。7一一壶(3B16一iB 2s一2B34+2iB s+B52— 
3iB 61)，bo7一一a

o7 ， 

口 34 一  1(一 4／A 34+ 4A43— 15B16+ 5iB 25+ 

4B34+ 4iB 3+ 5B52— 15iB 61)，b3 一 ， 

口 43 一  1(一 8L4 34— 8A s+ 15B 6— 5／／3 2s一 

2B3 + 2iB 3+ 5B 2— 15iB 61)，b 。一 一a43
．  

对系统(2)再做变换 一 字叫 ， 一 孛 ， 

可化为九次多项式系统： 

du
一  

+ 1 6
。 (1一 ) 。+吉以。 (7+d)uv。+ 

吉(口sz(7+ )+6。 (1一 ))$／6 733+丢(口 。(7+ )+ 
b43(1一 ))“5 + 1(

n (7+ )+ 6 2(1一 

))z￡ V 一U( ， )， (3) 

=== 一 73 -- 吉ao7(1一 ) 9一 1 6o7(7+ 

d)vu。一专(6s2(7+ )+ns (1一 )) “。一 

专(6 3(7+ )+ 1一 )) 一言(6。 (7+ )+ 
n52(1一 )) 一 一 V(u， )． 

文献[11]定义了复自治系统的复中心与奇点 

量，文献[-12]定义了复自治系统的等时中心与周期 

常数．他们得出结论 ：如果复 自治系统的系数满足共 

轭条件且坐标原点是中心(等时中心)，则它的伴随 

实系统的原点也是中心(等时中心)．因此，系统(1) 

的中心与等时中心的必要条件可以由它的伴随复系 

统(3)的奇点量与周期常数得到． 

1 系统原点的中心条件 

由文献[13]给出的奇点量递推公式，推导并化 

简奇点量公式得到： 

定理 1．1 系统(3)原点 的前 24个非恒等于零 

的奇点量为 

“4汁 三 0，尼一 1，2，3，i一 0，1，⋯ ，5． 

4一寺‘3+ )(口 3一b43)， 8一一寺(3+ 
)(以34口52一 b34b52)， 

当口szbsz一0，则有 z=UI6—0，“z。一一 1(3 

+d)(7+ )(9+2 )(11+3d)I。，“2 一一 (3 

+ )(10784285+ 5785128d+ 757483d )r4 o． 

当 口52b52≠ 0，令 口34一rb 52，b34一ra 

则 12=“16=0， 

2。一一 3+ )(一 5+ 3r)(1一 d+ 7，．+ 

dr)(一3—2d+9r+ 2dr)(一 7—3 + 11r+ 3dr)J。， 

一  (3+ )7"4F。J。， 

以上 r4一 1(口 
。+6 。)，J。=：=一aj 60 -[-ao7 ， 

Jo 口o7a4 2一 bo7b4 2， 

F。一 (907245 + 116540d 一 4387385d 一 

154392Od。+ —1_(463
4(一 2001555+ (10712789+ 

a 52 

2d(3738187+578970d)))))+÷ b 24(63612363+ 
“ ， 

(74752258 + (24460643 + 2315880d))) + 

6；4(45705651+ d(30973051 + 6418906d + 
n； 

385980d ))一 ÷ (10784285+ d(5785128+ 

757483d))． 

在上述 的表达式中，已经置 一“2一 ·一Uk--l=== 

0，k一 2，3，⋯ ，24． 

定理1．2 系统(3)原点的前24个奇点量均为 

零，当且仅当下列条件之一成立： 

(I)n43一b43，口52一b52—0，n 4b07一no7 4， 

ao7b07≠ 0． (4) 

(Ⅱ)口43一b43，口52一b52===口34一b34：0． (5) 

(Ⅲ)a43一b43，口34a52一b34b52，al2bo7=ao7b 42， 

n 52b52≠ 0． (6) 

(Ⅳ)a43—643， 一号％，634一号 ， 607一 
no7b 42． (7) 

(V)a43—6 。===a。 一6。 一o，口s 一 ， 

一 52~a 52 ≠ o． (8) 

(Ⅵ)a43—6 。一口。 一6。 一o，n。 一 z， 

634=== 52~a52 ≠ o． (9) 

(Ⅶ)n 。一6 。一口。 一6。 一o，ns 一 丰 争sz， 
一 。52~a52 ≠ 0． (10) 
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引理 1．1 系统(3)的所有 Lie～不变量为 

a43，bd3，“07b07，a 34b34，“34a52，b5 2b34，b52 52， 

b07“434，bo7“j4b52，b。7ni46i 2，b07a34b 32，bo76 2，“07b 44， 

＆076；4a 5 2，a。76j4a；2，a07b34“i2，ao7“ 2． 

定理 1．3 系统(3)原点为中心的充要条件是 

定理 1．2中 7个条件之一成立． 

证明 必要性是显然的，下证充分性．在定理 

1．2中，如果条件 (I)，(1I)，(Il1)成立 ，即系统 (3) 

右端系数满足广义对称原理的条件． 

如果条件(Ⅳ)成立 ，系统(3)有积分因子 

M (“， )一 “ ． (11) 

如果条件(V)成立 ，系统(3)有通积分 

1 

F(“， )一 一 11— 3d一 (15+ 

5d) 以5 2一 (15+ 5d)“ b52)． (12) 

如果条件(VI)成立 ，系统(3)有通积分 
1 

F(M， )一=__÷ (一7～d一(15+5d) u。n 5 2一 
‘ 

(15+ 5d)“ 。652)． (13) 

如果条件(VII)成立 ，系统(3)有积分 因子 

M (“， )一 等 ． (14) 

2 系统原点的等时中心条件 

由文献[12]给出的周期常数的递推公式，推导 

并化简 ，再根据定理 1．2的中心条件，分 7种情况讨 

论 系统(3)原点的等时中心条件． 

情形 1 中心条件(4)成立．因为 a。 b。 ≠ 0，令 

cz4 3一 b43一 r43，“o7一 4，b。7一 4， 

其中S是复常数．把上式代入文献[12]的递推公式 

中，得系统(3)的前 5个周期常数为 

一 2r43，r8一 ÷n3Ⅱb34(16+ 4d+ (7+ 

d)s n；4 )， 一0， 

rl 6 一 一 南“j46 4(一5712—4328d一1025d 
75d。+ 192s。口i 6j4)， 

一 “ 6； (7+ )(9+2 )(11+3 )(28+ 

9d)． 

因为 n。 6s ≠ 。，由rs==。，得至0 d==—二二 ， 

把 d代入r 后得到 ≠ 0 。≠ 0．从而系统 

(3)原点不是等时中心． 

情形2 中心条件(5)成立．计算得 

一 2r43，r8一 一 A(7+ )a。7607， 

r1 2一 rl6一 Z'2o一 0． 

在上述表达式 中，r 一r：一 _r_。一 一0的允 

分必要条件是 一b。 一0．在这个条件下 ，系统(3) 

是平凡的线性系统 ，原点是等时中心． 

情形 3 中心条件(6)成立．因为“ b ：≠ 0，令 

n 4 3一b43一 r43，a3 4一 6 52， M —pa 52，“ ]7一 2， 

b07一 sa 2． 

其中 P，S是复常数，把上式代人文献[12]的递推公 

式 中，得系统(3)的前 5个周期常数为 

1 

r4===2r43，r8=一÷“j 2bj 2F0，rI 2：O， 

＆ zF1 T2o一 sa z6 zF2， 

其中 F0— 8— 4 + 8p+ (16+ 4d) !+ (7+ 

)S。口j2b3 

F1一 一 (1+ P)(45d。(～ l+ p) (一 3+ 5p) } 

。(一 345+ 3149p 5879p + 3o75p )+ 

4 ( 280+ 1595p一 4343p + 3246P )+ 4( 485 

1711P ～ 3624p + 4284p ) + 64( 25 卜 

9P。)S “。5 26 2)， 

F2一 (1一 d + 7 + dp)( 3 一 2d 十 9 

2dp)(一 7— 3d+ llp+ 3dp)(5+ 29p一4-8alp)． 

因为n b ≠ 0，当FO—F1 o时，F2≠ 0．所以在此 

情形下系统(3)原点不是等时中心． 

情形 4 中心条件(7)成立．令 

“4 = b43一 r43，“。7一 2，b 一 4I：． 

这里 S是复常数 ，把上式代入文献[12]的递推公式 

中，得到系统(3)的前 5个非恒等于零的周期常数为 

一 2r43 ===一熹(7+ ) (64{ 
95 n；26；2)，"E12— 0， 

r e 一 葺(7+ )(15+ )(13+3 )“ 2z6j ，r --- 
一  

(5763+ 1970d~ 155d 

在此表达式中，已置 r 一r。一 ·一 一r 一c)． 

定理 2．1 系统(3)原点前 20个周期常数为零 

的充 要条 件是 下列 两条 件之 一 成立 ： 

(i)口43一b43= 634一 “52一 『)()7— 0， 

(ii)“43—643==n 34— 652一 “̈7一 O 

定理 2．2 系统 (3)原点是等时 中心 

当定理 2．1的两条件之一成立． 

(15) 

(1 6) 

， 当 }_{_仪 

证明 若(15)式成立 ，系统 (3)变为 

d

d

T

u 

“+吉“。 (7十 )“ 。+ (“。 (7+ ) 
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b52(1一 )) ， 

一 一  +吉ao7(一1+跏。+丢(a 34dT (一1+ 一  十 一 十 ) 十 (一 十 
)+ b52(一 7一 )) 。 ． (17) 

由极坐标公式 u—re ， 一re一 ，可得 

0= 1 (1
。g“一 log )． 

一

(18) 

沿着系统(17)的轨线，(18)式两边对 T求导得 

一

dO 1 (

“

1
一 一

du
dT 2i dT 一 dT)一 一 2 (2+ 8n。 + “ ‘ “O 

(n34+ b52) 。 )． (19) 

可以找到一个 G一一 iv。 一 ( +b52) 。 ． 
1O z 

使得 

adG
』

+ dO+ o
． (20) 

由文献[6]知系统(3)的原点是等时中心． 

若(16)式成立，系统(3)变为 

=== +吉6。 (1一 ) 。+ 1(口 。(7+ )+ 
b34(1一 ))u 。， 

===一 + l b
。 

(一 7一 )U8．-U+ 1(
n 。(一 1+ 

)+ b34(一 7一 ))“ 口 ． (21) 

也可以找到一个G一 。b。 +专 (口sz+ ) 。· 
所以系统(3)的原点是等时中心． 

情形 5 中心条件(8)成立．把(1O)式代人文 

献[12]的递推公式中，化简得到 

r 一。，rs一一 暑≠ ，r ：==。，r 一 
291(3+ ) a2，b2 

—  一  

o— u· 

因为asab 。≠ 0，当 r。一0时，d< 0，所以在此情形 

下 ，系统(3)原点不是等时中心． 

情形 6 中心条件(9)成立．把 (11)式代入文 

献E12]的递推公式中，计算得到 

：：： ， 一  

(7+ ) “ 

一  ± ： 
(7+ ) ’ 

与情形 5类似，当r 一0时，d<0，所以在此情形下， 

系统(3)原点不是等时中心． 

情形7 中心条件(10)成立．把(12)式代入文 

献[12]的递推公式中，计算得到 

8(3+ ) a 52b52 
一 —  一 汀 ¨ 一  

1233(3+ ) al2bl： 
4(9+ 2d) ‘ 

与情形 5类似 ，当 r 一0时 ，d< 0，所以在此情 

形下，系统(3)原点不是等时中心． 
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