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摘要：以有限群子群的陪集为切人点，探讨二重陪集在群元素的计数、陪集和子群性质等方面的作用 ，从侧面 

考察了陪集和二重陪集之间的关系． 
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Abstract：Based on the coset of finite groups，the action of double coset in counting group ele— 

ments，properties of cosets and subgroups are studied．The relationship between cosets and 

double cosets are investigated from other side． 
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陪集不仅仅是一个数学概念，而且是一种研究 

群的有力工具，它揭示了群与陪集之间的关系和陪 

集在数量上的关系，使得有限群的结构更为清晰，可 

以说它是有限群结构的基石．利用子群陪集的概念 

探讨有限群的性质为剖析有限群的结构提供了思 

路．二重陪集作为陪集定义的延展，从另一个角度获 

得了有限群的一种新结构．本文以有限群子群的陪 

集为切入点，探讨二重陪集在有关群元素的计数、陪 

集和子群性质等方面的作用，从侧面考察了陪集和 

二重陪集之间的关系．全文符号参考文献[1]的 

记法． 

1 预备知识 

定义 1 设 H是群G的一个子群且g E G，则 

称集合gH一{ ：h E H)是群 G关于H 的一个左 
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陪集，而称Hg：{hg：h E H}是群G关于H的一个 

右陪集． 

引理 1[2 设 H 是群 G的一个子群且元素口， 

b E G． 

(1)若aH N bH≠ ，则有aH—bH．反之显 

然成立． 

(2)对任意的a E G都有 I aH I===l H 『． 

(3)若 aH —bH 及任意的 C E G，则有 caH — 

c6H 且 aHc—bHc．对右陪集也成立． 

证明 (1)若 aH N bH ≠ ，可取某个 g E 

aH N bH，则存在 h ，h E H，使得 g=oh1===bh 2， 

即有 a—bh 2hT ．所 以 aH 一(bh 2hT )H—bH． 

(2)构造映射 ，：H一口H，其中，( )=oh (̂ E 

H)．断言l nH l===I H l，那么只需证明厂是双射．显 

然，-厂是满射．若oh ----oh。(̂ ，h。∈H)，则口～(oh ) 

一a～(ah )，即h 一h ，故 ，是单射． 

(3)由aH=bH可知，存在元素h∈H使得口 
===b，贝0有 c6H =c(oh )H—caH 且 bHc一(oh)Hc— 

aHc． 

Lagrange定理[ 如果群 H 是群 G的一个子 

群，那么子群 H 的阶必整除群G的阶． 
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定义 2r 设 H，K为群 G的两个子群且 5C E 

G，则称群G的子集HxK一{hJck：h E H，k E K)为 

群G关于子群H，K的一个二重陪集．特别地，简称 

H 为G关于H 的一个二重陪集． 

2 主要结果 

2．1 二重陪集的性质及其与陪集的关系 

引理 2 对群 G的任意两个二重陪集HxK与 

K，若HxK n HyK≠j2『，则必有 HxK—gyK． 

证明 由于 HxK n Syg ≠j2『，故存在元素 

口∈HxK n f K．令a一 1̂z悬1一矗2 2( E H，k 

∈ K，i—l，2)，则 z一 h2 kT E syg．从而对 

任意的 h E H，k E K，有 h：ck=(hhl h2)y(kk 2愚 ) 

E SyK，因此 ，HxK K． 

同理可证 HxK K．故 HxK一 K． 

从引理 2可以看出，类似于群关于子群的陪集 

分解，我们也有群关于子群的二重陪集分解，即 G 

— U Hx K( ≠ k，Hx，K fl Hz K一 )．另外 ，显然 

可得 

HzK ===U ∈̂HhzK ===U ∈KHxk． 

即二重陪集 HxK是一切形如陪集hxK( E H)的 

并，同时也是一切形如陪集 Hxk(忌∈K)的并． 

引理3 设 H与K分别为群G的子群，元素a 

∈G，那么，HaK必是群G关于H 的 I K I／『K n 

a Ha 1个互不相交的右陪集的并，又是群G关于K 

的 I H I／I H n aKa 1个互不相交的左陪集的并． 

证明 对任意的 k ，k。E K，如果 Hak 一 

Hak 2，则Hak1是 n 一H，即 1惫i a E H．故有 H 

n aKa ≠ 甘K N n1 Ha≠ 成立． 

记 B—K N a～Ha，显然 B≤ K，则 K=Bk1 U 

U⋯ U磁 ，i≠J，Bk N Bk，一j2『，所以有 HaK 

— U t HaBk =U t Hak ．此时，t==：J K l／『B J— 

I K 『／I K Cl口 Ha f． 

再证 ，当 i≠ J时 ，Hak ≠ Hak，，即 Hak fl 

Hak，一 ．如此就能说明，在二重陪集 HaK 中含 

有群G关于H 的右陪集个数有t个且HaK也是它 

们的并．对子群B的右陪集代表系{k ，k ，⋯，k )任 

取两个元素 k ，k ，显然 k ，k E B不可能发生，则有 

如下情形． 

情形 工 若k E B，k 硭B，则 B是 =Ha， 

HaBk 一Hak ．断言 Hak ≠ Ha．否则，有 

∈ H，即 k E a_。Ha．而 k B，故 k K N 

a—Ha，由此产生矛盾． 

情形 Ⅱ 若 k ，k 硅B，则 B忌 ：H口惫 ， 

HaBk 一Hn是 ．断言 Hak ≠ Hak ．否则 Hak 一 

Hak ，有，ak k a— E H，即 ktk E 口～Ha，则 

k'k E B．但是默 n Bk ： ，则有Bk k N B 

一  ，即k'k B．由此产生矛盾． 

综上所述，引理前半部分证明完毕，同理可证 

后半部分． 

定理 1 设 H是群G的子群且 g E G，则在 

HgH 中，与群 G关于 H 的右陪集 Hg(或左陪集 

gH)相交且不空的群 G关于 H 的左陪集(或右陪 

集)个数为 l H I／J H n gHg 『(或 J H l／J H 

n g Hg 1)个，且右陪集 Hg(或左陪集 gH)与其 

相交的每一个群 G关于 H 的左陪集(或右陪集)所 

相交的元素个数相同，都为 l H n gHg I(或 I H 

n g Hg I)个． 

证明 由引理 3可知 ，在 HgH 中的群G关于 

H的左陪集个数为 I H I／J H n gHg 1个．再证， 

在二重陪集HgH 中的每个群G关于H的左陪集与 

Hg的交不为空集． 

记 t—l H 『／f H n gHg I，则 

HgH —Ut g H，ĝH n g H —j2『，是≠ J． 

对 V i(1≤i≤ )，存在h ，h h 2 E H，使得 g h === 

h 即g ( )一h -g．故有 g H N Hg≠ 

成立． 

令A—H n gHg-。，显然有A≤ H，则存在h ， 

h2，⋯，h E H，使得 

H—U t h A，h A fl h，A一 ，k≠ J． 

而由 A≠ ，则有 A—h (H n gHg )一H N 

higHg ≠ j2『．故有 Hg n high≠ jZ『且 Î A I=== 

I魄 N h gH 『． 

由于 A n A一 (忌≠ )，即 A≠h A．故 

有 H n hkgHg ≠ H n ，gHg～，则 

Hg n h gH ≠ Hg N h gH． 

记 g 一 g．由 I A f一】A l与 I A 1一l№  

n h gH f，可得 

I Hg n higH I—J Fig n g H J—I A l—J H N 

gHg f，1≤ i≤ t． 

定理 2 设 H和K是群G的子群且 g E G，则 

在 HgK 中，与群 G关于H 的右陪集 Hg(或左陪集 

gK)相交的群 G关于K(H)的左陪集(右陪集)个 

数为 l H I／l H N egg l(I K l／I K N g Sg J) 

个，且右陪集Hg(左陪集gI~)与其相交的每一个群 

G关于K (H)的左陪集(右陪集)所相交的元素个 

数相同，都为 l H n gKg I(I K n g Hg I)个． 

证明 由引理 3可知，在 HgK中的群G关于 
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K的左陪集个数为 1 H l／l H n gKg 1个．再证， 

在HgK中的每个群G关于K左陪集与Hg的交不 

为空集． 

记 t=I H f／ f H N gKg f，则 HgK 

— UtH g K(gzK N g，K一 ，Z≠J)．对 V (1≤ i≤ 

)，存在h E H，忌 忌 2 E K，使得g 忌 1：higk 即 

g (足 1是 )=矗 g．故有g K n Hg≠ 成立．令A— 

H N gKg一，显然有A≤ H，则存在h ，h2，⋯，h E 

H，使得 

H—Uf- h A，h A n h A —j2『，忌≠ J． 

而由 A ≠ ，有 A —h (H n gKg )一H n 

higKg ≠ ．故 Hg n higK ≠ 且 l A I一 

1 Hg n h gK 1． 

由于 A n ，A一 ( ≠J)，即  ̂A≠ A．故 

有 H n hkgKg ≠ H n hjgKg～，则 Hg n hkgK 

≠ Fig n矗，gK．记 g 一hig．由 l̂ A l—I A l与 

I J===J Fig n hlgK J，可得 

I big n higK I—l Fig n g K l一1 A l—I H n 

g_Kg I，1≤ i≤ t． 

用具体的群来检验定理 1与定理 2． 

对于四次对称群 ： 

S4=：=((1)，(1 2)，(1 3)，(1 4)，(2 3)，(2 4)，(3 

4)，(1 2 3)，(1 3 2)，(1 2 4)，(1 4 2)，(1 3 4)，(1 4 

3)，(2 3 4)，(2 4 3)，(1 2 3 4)，(1 2 4 3)，(1 3 2 4)， 

(1 3 4 2)，(1 4 2 3)，(1 4 3 2)，(1 2)(3 4)，(1 3)(2 

4)，(1 4)(2 3)}． 

取它的子群 H和K 分别如下： 

H 一 {(1)，(1 2 3)，(1 3 2)}，K 一 {(1)，(1 2 3 

4)，(1 3)(2 4)，(1 4 3 2)}． 

则 s 关于 H的右陪集为 

H(1 2)一{(1 2)，(1 3)，(2 3))，H(1 4)一 {(1 

4)，(1 4 2 3)，(1 4 3 2)}， 

H(2 4)一{(2 4)，(1 2 4 3)，(1 3 2 4)}，H(3 4) 

一 {(3 4)，(1 3 4 2)，(1 2 3 4))，H(1 2 4)一 {(1 2 

4)，(2 4 3)，(1 3)(2 4)}，H(1 4 2)一 {(1 4 2)，(1 4 

3)，(1 4)(2 3)}，H(2 3 4)一 {(2 3 4)，(1 3 4)，(1 

2)(3 4)}，H一{(1)，(1 2 3)，(1 3 2)}． 

S 关于 K的左陪集为 

(1 2)K 一 {(1 2)，(2 3 4)，(1 4 3)，(1 3 2 4)}， 

(1 3)K一{(1 3)，(2 4)，(1 4)(2 3)，(1 2)(3 4)}，(1 

4)K 一{(1 4)，(1 2 3)，(1 3 4 2)，(2 4 3)}，(2 3)K： 

{(2 3)，(1 3 4)，(1 2 4 3)，(1 4 2)}，(3 4)K 一 {(3 

4)，(1 2 4)，(1 4 2 3)，(1 3 2))，K 一{(1)，(1 2 3 

4)，(1 3)(2 4)，(1 4 3 2))． 

考察二重陪集 H(1 2)K，即 

H(1 2)K 一{(1 2)，(2 3 4)，(1 4 3)，(1 3 2 4)， 

(1 3)，(2 4)，(1 4)(2 3)，(1 2)(3 4)，(2 3)，(1 3 4)， 

(1 2 4 3)，(1 4 2)}． 

从以上的陪集分解可知 

H(1 2)K—H(1 2)U H(2 3 4)U H(2 4)U 

H(1 4 2)一(1 2)K U (1 3)K U (2 3)K． 

从 图 1可 以看 出，H(1 2)分别 与(1 2)K，(1 

3)K，(2 3)K 的交都不空 ，对于 H(2 3 4)，H(2 4)， 

H(1 4 2)也是如此．再 由上述 的陪集表示，可 以 

知道 

H(1 2)n(1 2)K一{(1 2))，H(1 2)n(1 3)K 

= {(1 3))，H(1 2)n (2 3)K一{(2 3)}． 

即在右陪集 H(1 2)中的所有元素都平均分配到与 

H(1 2)相交的群 G关于 K 的左陪集(1 2)K，(1 

3)K，(2 3)K 里．对于右陪集 H(2 3 4)，H(2 4)， 

H(1 4 2)也是同样的结果．反过来 ，左 陪集 (1 2)K 

中所有元素也都平均分配到与(1 2)K相交的群G 

关于H 的右陪集H(1 2)，H(2 3 4)，H(2 4)，H(1 4 

2)．对于左陪集(1 3)K，(2 3)K亦是如此． 

图 1 陪集关 系图 

由定理2能很快地计算出任何一个二重陪集所 

含有的元素个数，即 I HgK l一(I H 1／1 H n 

gKg 1)I K I一(1 K 1／I K N g Pig I)I H I．从 

而得出 l K N g Sg I一1 H n ggg I．即 I K n 

g Fig j或者 f H N gKg I都是 I H I与 l K l的 

公约数．那就可以确定 l HgK l的取值范围，即为 

max{l H 1，1 K 1)≤l HgK 1≤ I G 1． 

推论1 有限群中任意两个阶为互质数的子群 

所构成的任何二重陪集的阶是这两个子群的阶的 

乘积． 

证明 设 H，K为群G的两个互质数阶子群， 

其阶分别为 I H l= ，I K l=：=q，(户，q)=-1．任取g E 

G构成二重陪集 HgK． 

1 HgK I一(1 H l／l H n gKg 1)I K l一 

(f K f／f K n g Hg f)f H f． 

其中 I K n g Hg I—l H n gKg l，记为 d，且 d 

为 l H l与 l K I的公约数，即d I P，d l q．又因为 
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(户，q)===1，则只能有d=1，即 l K fl g Hg}一I H 

N ggg l一1．故可得 I HgK I—I H I I K I． 

推论 2 在阶为两个互质素数积的群中，任意 

两个阶互质的子群所构成的任何二重陪集都覆盖 

母群． 

证明 设 H，K为群G的两个子群 ，V g E G， 

且母群G的阶为 l G l一加(其中，P，q为素数)．由 

Lagrange定理可知，子群 H，K的阶必整除G的阶． 

又因为(1 H l，I K I)一1，所以 J H I I K I一幻．而 

由推论1，又有 I HgK J：f H l I K I．故得 l HgK I— 

ix1=l G l，即二重陪集 HgK覆盖母群G． 

推论3 若 H，K为群G的两个子群且(I H l， 

l K I)一1，则对于 V g E G，必有 Hg n gg={g}． 

证明 易知，I K n g gg I—l H n gKg I 
— I Hg N gK I．而 I K n g Hg l是 l H I，『K I 

的公因数，又因(1 H l，l K 1)=1，则有 J K n 

g Hg l：1，即有 I Hg n gK I一1．显然，g E Hg 

n g-K．故只能有 Hg n gK={g}． 

推论4 设 H，K为群G的两个子群且元素a 

∈G，则对于任意的b E G，集合 HaKb必定是 l K I 

／J K n口 Ha 1个群 G关于H 的互不相交的右陪 

集的并，集合 bHaK必定是 I H 『／J H n aKa 1 

个群G关于K 的互不相交的左陪集的并． 

证 明 由引理 3可知 ，二 重 陪集 HaK 是 

f K l／l K n a Ha『个群G关于H 的互不相交的 

右陪集的并，不妨令HaK—Ut Hg (Hg n Hg ： 

，J≠ 尼)．所 以，HaKb—U t Hg b．再由引理 

1(3)，可得 Hg，b N Hg b一 (1≤ J≠ 忌≤ )．记 

g 一g b，则HaKb—U Hg：，即集合HaKb是这些 

右陪集的并． 

2．2 满足特定条件陪集间的数量关系 

引理4 设a，b，g∈G，H，K≤G．若aK，bK 

HgK，则 HaK —HbK—SgK．类似地，若有 

Ha，Hb HgK，则有 HaK—HbK—HgK．同理 ， 

对 Ha，bK HgK 结论亦成立． 

证明 由aK，bK K，则存在 ，忌 ，忌 ， 

忌 E K 与 h ，h。E H使得 

ak1：h1 1，bk 2一h2g志2，即 a—h1 1最了 ，b= 

2g彘2志 ． 

故 HaK：H(h1 足丁 )K，HbK— 

H(h2g是2尼 )K．又由 H(h1g愚1志 )K— 

H(h2g彘2志 )K—HgK，则 HaK===HbK—HgK． 

类似可证其余部分． 

引理 5 设 H≤ G，K≤ G，n，b E G，那么 

(1)若 Ha N HbK ≠ ，则 Ha HbK，即 

HaK ===HbK． 

(2)若 bK n HaK ≠ ，则 bK HaK，即 

HaK — HbK． 

(3)若 Ha n bK≠ ，则存在 是E K，h E H， 

使得 ha=bk，即 HaK—HbK． 

证明 现只证明(1)，其余两点类似可证．由 

Ha n HbK≠ ，显然可知 h n—h ，其中，h ， 

h2 E H，愚1∈ K．于是 ，有 a—hT h2 bkl，则 Ha— 

H( h2bk1)：Hbk1．又因为 H6走1 HbK，必有 

Ha HbK 成立． 

推论5 定理 1中的条件“在 HgH 中”与定理 

2中的条件“在Hgg中”都替换为“在群G中”后，结 

论仍然成立． 

推论6 包含群G关于H 的右陪集Hg(或左 

陪集gH)的二重陪集Hall(n，g E G，H≤G)必是 

全部与群G关于H 的右陪集Hg(或左陪集gH)相 

交的群G关于H 的左陪集(或右陪集)的并． 

推论7 在群G中，若群G有子群H且g E G， 

所有与群G关于H 的右陪集Hg(或左陪集gH)相 

交非空的群 G关于H 的左陪集(或右陪集)必与构 

成HgH 的群G关于H 的每一个右陪集(或左陪集) 

的交集非空，且交集所含元素个数相等，都为 1 H n 

gHg1 『(或 I H N g Fig 1)个． 

证明 仅证明推论7中左陪集的情况．不妨设 

HgH —U： g H —Ut Hg ，g，H n g H ≠ 

，H j n Hg ≠ j2『，J≠ ． 

从推论 5可知，Hg与每个包含在HgH 中左陪 

集的交集中的元素个数相等．任意取 big：(1≤ z≤ 

)，则由引理 5得 HeN—Hg~bI，这意味着 blg~H 
— U ： g H．反复应用定理1的证明方法可得， ： 

n g H≠ ，1≤z，i≤t．即在HgH 中任何左陪集 

与任何右陪集的交集非空．显然，它们交集所含元素 

个数相等． 

定理3 群G有子群H且g E G，则必有集合 

X一{z ， z，⋯，z ) G，使得集合X既是群G关于 

H的左陪集代表系，也是群 G关于H 的右陪集代 

表系． 

证明 把G分别用关于H的左、右陪集的并表 

示 ，不妨设为 

G—Hg U／-／e 2 U⋯ U Hgt，Hg k(、＼He = ， 

≠ J， 

G—g1 H U g2 H U ⋯ U g H，g H n g H 一 

， ≠ J． 
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由推论 5，不妨设与 Hg 相交的左陪集个数为 

t 个，则与 g H相交的右陪集个数也为t 个．又由 

推论 6和推论 7，不妨令 
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异非线性方程组求解问题具有良好的适应性，特别 

是一些很难求解的超越方程，利用双种群进化策略 

求解更具意义． 
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