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正项级数比较判别法的一个推广 
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摘要：对正项级数常用比较判别法进行推广，证明比较判别法具有一般性． 
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Abstract：Comparison test for series of positive terms is promoted，which is proved to be gen— 

erality． 
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文献Eli和文献E2]给出了最常用比较判别法的 

相关结论 ： 

(1)给定两个正项级数∑口 和∑b ，并且n 
= 1 = 1 

≤ b ，TI一1，2，⋯ ， 

(i)若级数∑b 收敛，则级数∑口 也收敛； 
-= 1 = 1 

(ii)若级数∑n 发散，则级数∑b 也发散． 

(2)给定两个正项级数∑n 和∑b ，若 
= 1 一 1 

lira -an—k
，0< k< + 00，b ≠ 0， 

o” 

则级数∑n 和∑b 的敛散性相同． 
= 1 一 1 

(3)给定两个正项级数∑n 和∑b ，且从某 
一 1 = 1 

个 自然数 N开始 ，当 > N时 ， 

成立，则有 
D"+l 
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(i)若级数∑b 收敛，则级数∑n 也收敛； 
n； 1 一 1 

(ii)若级数∑n 发散，则级数∑b 也发散． 

(4)给定正项级数 nn，若 一 

一p，则有 
∞  

(i)当P<百1时，级数∑口 收敛； 
一 1 

．  ∞ 

(ii)当 P> 1时
，级数∑口 发散． 

n一 1 

显然(2)是 (1)的推论 ，(4)是(3)的推论 ，(3)是 

(1)的推广．本文对上述结论作进一步的推广，使 比 

较判别法具有更一般的形式。 

定理 设有两个正项级数∑n 和∑b ，若 
n 1 n一 1 

存在自然数 N，当 > N时，下列不等式成立 

≤ ， ≤ ，⋯， ≤等 ，尼 
≥ 2，k∈ N ， 

则(1)若级数∑b 收敛，则级数∑n 也收敛；(2) 

若级数∑n 发散，则级数∑b 也发散． 

证明 由已知条件不难得到不等式 



l86 广西科学院学报 2012年 8月 第 28卷 第 3期 

akn+i≤ an+i， 0，1，2，⋯ ，忌一 1
· 

当 >N时，p=kN，且令M一 { )． 

若N≤ < ，则有 ≤ { ai}一M．若 ≥ ， 
则必存在 自然数 ，使得 =kn +i ≥ P=kN 

一0，1，2，⋯ ，k一1，愚∈ N ，并且 l+il≥ N．若 1 

+ < ，则有 an一薏等≤若 ≤M·若 + 
≥ P，则必存在自然数nz，使得 n +i =kn z+iz，并 

且 + ：≥N．若 +i <P，则有争一 直 ≤ D
" Dh + 

≤ an2+i2≤ M
，若 n。+ > p，则继续 

Dn +l 

推理 F去 ，假 设 经 过 第 步满 足条 件 ，则必 存 在 目 

然数 n ，使得 + i < P，于是有 

一  

≤等一 bk．z+~z≤蒹≤⋯≤ 一 一—— ⋯ 
≤ M ． 

m  

所以 a ≤Mb ，再 由已知的比较判别法及级数的性 

质可知 ，定理成立． 

推论 给定正项级数∑口 ，若lim 一 ， 
"一 1 “ 

lim a—kn—+l— ID2，⋯ ，lira —aim+—k-1一 lD 
，贝4(1)当 lD一 

㈣ a +1 。 a n-Fk--1 ‘ ‘ 

max{lD ，IDz，⋯， }<专时，级数 a 收敛； 

(2)当ID—min{p ，IDz，⋯， }>去时，级数 

∑n 发散． 

证明 (1)当 lD< 1时
，
令 s一 1 LlD十i1)∈(ID

， 

去)，则存在实数r>1，使得s< 1< 1．又令6 一 
1  

，因为 

l
⋯

im a ~ =P ≤ID< < ： 

1 

kn 

1 

一IDz≤ l0< s< 1
惫 = l

⋯

im 

— lim 。 
—  ∞ b 

1 

kn 

1 

十  

， ⋯ ，l
⋯

im a

。

~ + ,v- 1
_  

≤ P< < =：= 
D 1 n 1 ’ 。 定 

lim kn+ 

十  

一 1 

志一 1 

=== 寒 H—+町ut }一1 

于是存在实数 N。> 0，当 k> N。时，有 

≤ ， ≤ ，⋯ ，—a~+—n-1≤ 盟 ，k 
口 n Dn n l on+1 n 一̂1 D 卜 1 

≥ 2，k∈ N． 

又由于级数 ∑b 收敛，所以由定理可知，级数 

∑n 收敛． 

(2)当 ID> 1时
，

令 6 一 1
，因为 

1 

l
⋯

im a

口

~ 
- 一l0 ≥P> 1=!im kn b~=-．， 

≥ P> 1一 一 
， 

+ 1 

l i
—

m  

a k n+ h- 1
一 一  ≥P>{l

e

=：= 

”一 ∞ n }一l ’ ’ 
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kn 上 k—— 
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+ k— 

lim b l
—
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+
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k-- 1
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n～∞ D井 一々1 

于是存在实数 N。> 0，当 k> N。时，有 

a

口

h n 

， ≥鲁，⋯， ≥鲁 ，最 
≥ 2，k∈ N． 

又由于级数∑b 发散，所以由定理可知，级数 

∑a 发散． 
一 1 
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