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摘要：【目的】波浪由外海传播到近海时，由于受到地形、建筑物等影响，波浪非线性增强，线性弥散关系不能够

很好的描述波浪弱非线性效应。为了对比研究非线性弥散关系的缓坡方程在波浪传播变形的作用。【方法】

采用改进型缓坡方程数值模式，并结合 Ｌｉ提出的非线性弥散关系，对 Ｂｅｒｋｈｏｆｆ椭圆经典地形进行波浪传播变

形模拟研究，探讨线性和非线性弥散关系的数值模拟计算结果与实验值的关系，并对两种计算结果进行了比

较分析。【结果】非线性弥散关系的计算结果与实验值的误差较线性弥散关系的结果小，非线性模型要优于线

性模型。【结论】非线性模型更适合近海海域弱非线性波浪传播变形的研究。
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　　【研究意义】随着滨海海洋经济的大力发展，许
多大型的近海工程项目（如围填海、港口工程等）开
工建设，改变了原有海岸线，进而影响近海海域潮
流、波浪等海洋动力要素，导致泥沙的运移和近海海



洋生态结构的变化［１～７］。波浪由外海传播至近海
时，由于受到地形、建筑物等影响，将发生折射、绕
射、反射、浅水变形、破碎等现象，由此引起波浪的传
播速度、波长、波高、流场和压力场等变化［８，９］。波
浪传播变形是近岸波浪的显著特征之一，对此现象
的研究具有较大的理论意义和实用价值。【前人研
究进展】自 Ｂｅｒｋｈｏｆｆ［１０］（１９７２）根据势波理论采用小
参数展开法推导出缓坡方程以来，通过把缓坡方程
与特定的边界条件结合，求解弱非线性影响下的波
浪场（包括波浪的折射、绕射、浅水变形等），已被广
泛应用于近岸海域的波浪场计算。目前，很多研究
人员在考虑各种动力机制的情况下简化和改进了缓

坡方程，并给出了一批拓展型缓坡方程［１ １～ １４］。传统
缓坡方程采用线性弥散关系，不足以描述深水变浅
等因素引起的弱非线性现象，对方程所采用的弥散
关系进行改进就显得尤为重要，如 Ｋｉｒｂｙ 等［１５］、

Ｈｅｄｇｅｓ［１ ６］和 Ｌｉ等［１７，１８］都提出了各自的非线性弥散

关系，为缓坡方程的进一步发展和应用奠定了基础。
相较于其他学者提出的波浪非线性弥散关系，

Ｌｉ［１７，１８］给出的波浪非线性弥散关系更加精确、合
理。【本研究切入点】结合 Ｌｉ 等［１７，１８］提出的非线性

弥散关系，以椭圆型缓坡方程为控制方程，对 Ｂｅｒｋ
ｈｏｆｆ等［１ ９］经典理论地形进行模拟计算。【拟解决的
关键问题】对比分析线性弥散关系和非线性弥散关
系的模拟结果，阐明两者的优劣性，为下一步的应用
研究提供参考依据。

１　模型理论基础

１．１　控制方程

　　Ｍａｓｓｅｌ［２０］（１９９５）在 Ｂｅｒｋｈｏｆｆ 提出的传统缓坡
方程的基础上，推导出包含底坡及底坡曲率影响项
的缓坡方程，其形式为：

　　 （ＣＣｇφ）＋ｋ ２ＣＣ ｇφ＋（ｆ １ｇ ２ｈ ＋
ｆ ２ｇｋ（ｈ）２）φ＝０。 （１）

　　Ｍａｓｓｅｌ在推导过程中忽略了底摩阻和波浪破
碎能量耗散项等。在方程式（１）的基础上，考虑底摩
阻和波浪破碎能量耗散项，得到改进的缓坡方程，即
为本文所采用的控制方程：

　　 "（ＣＣｇ "φ）＋ｋ ２ＣＣ ｇ（１＋ｉｆ）φ＋（ｆ １ｇ "２ｈ ＋
ｆ ２ｇｋ （"ｈ）２）φ＝０。 （２）
式中："＝（／ｘ，／ｙ）为水平梯度算子；Ｃ 为波浪
传播的相速度；Ｃｇ 为波浪群速度；φ为波浪速度势；

ｋ 为波数；ｈ 为水深（ｍ）；ｇ 为重力加速度；ｆ １、ｆ ２ 由

式（３）和式（４）给出；ｆ＝ｆｂ＋ｆｄ 为综合能量耗散项；

ｆｂ 为底摩阻能量耗散系数；ｆｄ 为波浪破碎能量耗散

系数，分别由式（５）和式（６）确定；ｉ ＝ －槡 １ 。

　　 ｆ １ ＝ ｓｈ ２ｋｈ － ２ｋｈｃｈ ２ｋｈ
４ｃｈ ２ｋｈ（２ｋｈ ＋ｓｈ ２ｋｈ）

， （３）

　　 ｆ ２ ＝｛ｓｅｃ ｈ ２ｋｈ［１２－ １２ｋ ２ｈ ２ ＋ ３２ｋ ４ｈ ４ ＋（３＋
４８ｋ ２ｈ ２）ｃｈ ２ｋ － １２（１ － ｋ ２ｈ ２）ｃｈ ４ｋｈ － ３ｃｈ ６ｋｈ －
１８ｋｈｓｈ ２ｋｈ ＋ ６４ｋ ３ｈ ３ ｓｈ ２ｋｈ ＋ ２４ｋｈｓｈ ４ｋｈ ＋

６ｋｈｓｈ ６ｋｈ］｝／［２４（２ｋｈ ＋ｓｈ ２ｋｈ）３］＋ ２ｔｈ ２ｋｈ
２ｋｈ ＋ｓｈ ２ｋｈ

，

（４）

　　 ｆｂ ＝４Ｃｆ

３π
ａω２

ｎｇ
１

ｓｈ ３ｋｈ
， （５）

　　 ｆｄ ＝Ｋ ２

ｋｈ
（１－ Ｋ ２

１

４γ２
α
）。 （６）

其中，Ｃｆ 为摩擦系数；ａ 为振幅（ｍ）；ω为角频率；

ｎ＝ １
２
（１＋ ２ｋｈ

ｓｈ ２ｋｈ
）；Ｋ １ ＝０．４；Ｋ ２＝０．１５；γα＝ａ／ｈ。

　　Ｌｉ等［１７，１８］推导给出的非线性弥散关系如式（７）
所示：

　　ω２ ＝ｇｋ（１＋ｐε２）ｔａｎｈ （ｋｈ ＋ｑε）。 （７）

式中：ｐ ＝ｔａｎｈ （ｋｈ）；ｑ ＝［ ｋｈ
ｓｉｎｈ （ｋｈ）

］２；ε＝ｋａ 为波

陡。当 ｐ、ｑ 同时为 ０ 时，上式退化为线性弥散关系，

ω２ ＝ｇｋ ｔａｎｈ（ｋｈ）。

１．２　边界条件

　　（１）辐射边界条件

　　在本文的数学模型中，根据边界处的特性，将边
界划分为完全吸收边界、部分吸收边界和全反射边
界。边界条件如式（８）和（９）所示，３ 种边界条件的
不同之处在于式中参数α的取值。

　　φｘ ＝±ｉαｋ（φ＋
１
２ｋ ２
２
φ
ｙ ２），在±ｘ 边界上 。

（８）

　　φｙ ＝±ｉαｋ（φ＋
１
２ｋ ２
２
φ
ｘ ２），在±ｙ 边界上 。

（９）
式中：α＝（１－Ｒ）／（１＋Ｒ）；Ｒ 为边界处的反射系数。
当α＝ １，即 Ｒ＝０ 时，表示边界为完全吸收边界；当

α＝０ ，即 Ｒ＝ １ 时，表示边界为全反射边界；当 ０ ＜
α＜１，即 ０ ＜ Ｒ ＜ １ 时，表示边界为部分吸收边界。
式（８）为垂直于 ｘ 轴的边界，有水网格在其左侧时取
正号；式（９）为垂直于 ｘ 轴的边界，有水网格在其下
侧时取正号。

　　（２）入射边界条件

　　由于在入射边界上，可能存在由计算海域产生
的散射波浪，所以入射边界处的实际速度势函数是
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未知的。在入射边界上存在两种波浪速度势：一为
入射波浪要素的速度势；另外是穿越入射边界的散
射波浪速度势。入射边界条件为：

　　φｘ ＝±ｉｋ（φ＋ １
２ｋ ２
２
φ
ｙ ２）＋ ２ｉｋφ

ｇ，在 ±ｘ 边

界上。 （１０）

　　φｙ ＝±ｉｋ（φ＋ １
２ｋ ２
２
φ
ｘ ２）＋ ２ｉｋφ

ｇ，在 ± ｙ 边

界上。 （１１）
其中散射波浪速度势φ

ｇ 可由式（１２）确定：

　　φ
ｇ ＝Ａｅ ｉＳ ＝ｉｇＴＨ

４π
ｅ ｉＳ 。 （１２）

式中：Ｈ 为入射波高；Ｔ 为周期；Ａ为振幅函数；Ｓ 为
相位函数。

　　通常情况下，在入射边界上，入射波浪的相位应
该相同。为方便计算，一般在上述入射边界条件中，
取 Ｓ ＝０。但对于斜向入射的波浪而言，相位函数可
采用式（１３）进行计算：

　　 Ｓ（ｘＬ）＝ ２πｘ Ｌ ｓｉｎθ
Ｌ

，０ ≤ Ｓ（ｘＬ）≤ ２π。 （１３）

式中：ｘＬ 为一维坐标；θ为入射波向与边界法向的
夹角。

１．３　求解方法

　　在数值模拟过程中，采用具有二阶精度的五点
式中心差分将控制方程和边界条件进行离散，再利
用控制方程与边界条件的有限差分格式建立带状矩

阵方程，并采用具有节约型带状矩阵解法功能的高
斯消去法（ＧＥＰ法）在 ＰＣ机上直接求解椭圆型缓坡
方程［２１］。

２　结果验证与分析

　　为了观察数学模型的适用性和模拟结果的精
度，分别采用线性弥散关系和非线性弥散关系对

Ｂｅｒｋｈｏｆｆ［１ ９］的椭圆地形进行数值模拟验证，分析两
种波浪弥散关系在理论地形中的优劣性。

　　Ｂｅｒｋｈｏｆｆ椭圆具体水下地形和实测断面布置如
图 １ 所示。计算条件情况与原始实验相同，范围为

２５ｍ×２０ｍ，入射波高 Ｈ ０ 为 ０．０４６４ｍ，入射波周期

Ｔ 为 １．０ｓ，入射方向为沿＋ｘ 方向；ｘ、ｙ 方向步长分
别取 ０．０５ｍ 和 ０．１ｍ；其它 ３ 边边界采用完全吸收
边界；斜线为等深线，其上的数值为水深；实测断面

１～５ 是垂直于 ｘ 轴，长度位置均为 ５～ １５ｍ，断面

６～８ 平行于 ｘ 轴，长度位置为 １０～２１ｍ。

图 １　水下地形和实测断面布置

Ｆｉｇ．１　Ｔｏｐｏｇｒａｐｈｙ ａｎｄ ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ ｓｅｃｔｉｏｎｓ

　　 图 ２ 分别给出了断面 １ ～ ８ 的相对波高
（Ｈ／Ｈ ０）实验值、线性弥散关系的数值模拟计算值
和非线性弥散关系数值模拟计算值的比较图。从图

２ 可以看出，不论是采用线性弥散关系，还是非线性
弥散关系，数值模拟的计算结果与实验值的吻合程
度均较高，且两者的趋势较为一致，仅在某些局部的

图 ２　各断面相对波高对比
　　Ｆｉｇ．２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｗａｖｅ ｈｅｉｇｈｔ ｆｏｒ Ｓｅｃ．
１ ｔｏ Ｓｅｃ．８
　　（ａ）断面 １；（ｂ）断面 ２；（ｃ）断面 ３；（ｄ）断面 ４；（ｅ）断面 ５；
（ｆ）断面 ６；（ｇ）断面 ７；（ｈ）断面 ８。
　　（ａ）Ｓｅｃｔｉｏｎ １；（ｂ）Ｓｅｃｔｉｏｎ ２；（ｃ）Ｓｅｃｔｉｏｎ ３；（ｄ）Ｓｅｃｔｉｏｎ ４；
（ｅ）Ｓｅｃｔｉｏｎ ５；（ｆ）Ｓｅｃｔｉｏｎ ６；（ｇ）Ｓｅｃｔｉｏｎ ７；（ｈ）Ｓｅｃｔｉｏｎ ８．
　　◆：实验值；????：线性值；———：非线性值。
　　◆：Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｖａｌｕｅｓ；????：Ｌｉｎｅａｒ ｖａｌｕｅｓ；———：Ｎｏｎｌｉｎ
ｅａｒ ｖａｌｕｅｓ．
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细节上有所不同，表明该缓坡数值模式能够较好的
反映波浪在传播过程中的折射和绕射及浅水变形效

应等。各断面对两种弥散关系的优劣性分析如下：

　　１）断面 １ 处在椭圆中心背面，最靠近椭圆中心，
受底地形的影响，其波高比相对其他断面最小，线性
值更贴近于实验值，而非线性值具有振荡的趋势，该
趋势较线性值更显著；２）断面 ２ 和断面 ３ 的非线性
值的峰值较线性值小，尤其断面 ２ 的非线性值的峰
值前移，更接近实验值，断面 ３ 的非线性值在 ９ｍ 左
右拐点上升，与实验值趋势一致，而线性值则偏离实
验值较大；３）断面 ４ 和断面 ５ 在 ７～９ｍ 和 １１ｍ 处拐
点下降较明显，减少了与实验值之间的距离，趋势也
更加一致，断面 ６ 的非线性值在后半段变小，有点偏
离实验值，可能与断面 ６ 后面的反射有关；４）断面 ７
的非线性值在前半段较线性值小，后半段较线性值
大，更贴合实验值；５）断面 ８ 的非线性值在中段抬
高，更接近实验值。尽管在个别断面上有点误差，还
有变差的趋势，但可以肯定的是，采用非线性弥散关
系的模拟计算结果与实验值的误差较线性弥散关系

的结果更小，更准确。从整体上看，结合非线性弥散
关系的缓坡方程模型能较好的模拟波浪在 Ｂｅｒｋｈｏｆｆ
地形上的传播变形，与实验值的贴合程度要优于线
性弥散关系，其对波浪非线性效应的刻画能力更强，
更加适合于近海海区弱非线性波浪传播变形的模拟

和研究。

３　结论

　　以改进型缓坡方程为控制方程，并结合 Ｌｉ
等［１７，１８］的非线性弥散关系，对 Ｂｅｒｋｈｏｆｆ椭圆地形进
行波浪模拟，对比分析了线性和非线性弥散关系的
数值模拟计算结果与实验值的关系，并对两种数值
模拟结果进行了比较。从模拟的结果可得到以下结
论：非线性弥散关系模拟得到的计算结果较线性弥
散关系模拟得到的计算结果在量值上和趋势上更符

合实验值，精度更高；非线性模型要优于线性模型，
对波浪非线性效应的刻画能力更强，适合于近海海
区弱非线性波浪传播变形的模拟和研究。
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