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摘要：在离散时间情况下，建立索赔过程都是复合二项过程的双险种风险模型并研究其破产问题，得到：罚金

期望函数和破产概率满足的积分方程；有限时间内破产概率及破产时刻分布的递推公式；破产前--N盈余的

分布；破产时赤字的分布及破产前瞬时盈余与破产时赤字的联合分布．

关键词：风险模型 罚金期望函数破产概率破产时刻

中图分类号：0211．67 文献标识码：A 文章编号：1002—7378(2015)01—0054—05

Abstract：In this paper，a discret—time risk model with tWO independent classes of insurance

business iS proposed。when the arrival processes of the claims are all described by binomial

processes．The integral equation with its expected penalty function and its ruin probability

are derived．Recursive formulas are provided for the computation of the bankruptcy probabil—

ity in finite time，the time distribution of bankruptcy，and the ioint distribution of the sur—

plus immediately before bankruptcy and the deficit during bankruptcy．

Key words：risk model，expected penalty function，ruin probability，the time of bankruptcy

0 引言

虽然经典风险模型及其拓广模型的研究已取得

较好的结果‘1~5]，但是随着保险公司经营规模的不

断扩大，多元化险种及新险种不断开发，这些模型已

显现出一定的局限性．而且对于保险公司，经营单一

险种不符合实际，经营多险种才能在竞争激烈的保

险行业中立于不败之地，故多险种的风险模型逐渐
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成为研究的热点叩~7]．受文献[6，7]的启发，本文研

究一类离散时间双险种风险模型的破产问题，探讨

罚金期望函数和破产概率，有限时间内破产概率及

破产时刻分布，破产前一刻盈余的分布，破产时赤

字的分布及破产前瞬时盈余与破产时赤字的联合分

布等问题．

设保险公司在时刻咒的盈余为
Nl(n) N，(n)

U(咒)一U+C1卵+C2，z一 ∑墨一∑y朋一o，
々=I f=1

1，2，⋯， (1)

其中，

1)“≥0，C1≥0，C2≥0，“为初始盈余，C1，C2分

别为A，B险种的保费收入率．

2)N，(n)服从参数为(竹，P。)的二项序列，表

示A险种在时间(o，咒]内的索赔次数，X。表示A
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险种在第k次的索赔额，{X。，k一1，2，⋯}为非负

独立同分布的随机变量序列，其分布函数为F(z)；

3)N：(押)服从参数为(”，P：)的二项序列，表

示B险种在时间(o，卵]内的索赔次数，y，表示B险

种在第i次的索赔额，{Y。，i一1，2，⋯)为非负独同

分布的随机变量序列，其分布函数为G(y)；

4)假设Nl(行)，N2(行)，{X^，k一1，2，⋯}，

{Y。，i一1，2，⋯}相互独立．

注意这里的U，C。及r。未必都是整数，Xt及y，

未必都是取值于整数值的随机变量．

令T—inf{行：卵≥o，U(n)<0}为破产发生时

刻，则曲(“)一P(丁<00 U(o)一“)为破产发生的

概率，若对任意的n>0，U(”)≥0，约定T—cx3，最

终生存概率表示为①(“)一1一妒(M)．下面记V(九)

一U(行)一U，W(n+1)一U(钾+1)一U(咒)，则W(n

+1)与{U(1)，U(2)，⋯，U(卵)}独立，与V(1)同

分布．

1 罚金折现期望函数m(H)

设l U(T)1表示破产时赤字，U(T--)表示破

产前瞬时盈余，则罚金折现期望函数[81为

m(“)一E[叫(U(T--)，l U(T)1)J(T<oo)I

U(o)一“]，

其中w(x。，z：)，z。≥o，z：>1-o是一个非负有界函

数，I(A)表示示性函数．

定理1．1罚金折现期望函数棚(“)满足下面

的积分方程

m(“)一qlq2Ⅲ(U+C1+C2)+

P。q：{l“112优(“+C1+C2一z)dF(z)+

叫(“+fl+c2，z一“一cl—f2)dF(x))+
J“。f1+‘2

q1122{fu+c1+c2m(“+fl+f：一y)dG(y)4-

P1P2{ Il m(u+c1+c2—37一y)dF(x)·

dG(Y)+ |I 训(U+f1+C2，工+y—U—Cl—
JJ

r—y>—_‘l 4-c2

C，)dF(z)dG(v)}．

证明记A，一{在时间(0，1]内险种A及险种

B均没有发生一次理赔}；

A：一{在时间(0，1]内险种A发生一次理赔，险

种B没有发生一次理赔}；

A。一{在时间(0，1]内险种A没有发生一次理

赔，险种B发生一次理赔)；

A。一{在时间(o，1]内险种A发生一次理赔，险

种B也发生一次理赔)．

由于{N，(以)，”一1，2，⋯}与{N2(柙)，咒一1，

2，⋯}相互独立，所以

P(A1)一q1 q2，P(A2)一P1q2，P(A3)一P 2q1，

P(A。。)一P。P2，

其中q1—1一P。，q2—1一P2．

由全概率公式得
4

m(“)一∑E[W(U(T一)，I u(丁)1)工(T<
i一1

∞)I A。，U(o)一“]P(A，)， (2)

其中

EEW(U(T--)，l U(丁)I)j(T<oo)l A1，

U(0)一u]P(A1)一ql q2m(U+C1+C2)． (3)

再由全概率公式得

E[W(U(T--)，1 U(T)I)J(T<oo)l Az，

u(o)一“]P(A：)一p。q：{fu+(It(2]rff／(“+C1+C2一
r∞

z)dF(T)+l 训(U+Cl+f2，T—U—C1一
J“十。l+‘2

C2)dF(x)}， (4)

ErW(U(T--)，I【，(T)1)J(T<o。)l A。，

u(o)一“3P(A。)一q。p：{r”11
2

m(“+f，+f：一

r∞

y)dG(y)+1 w(u+f1+C2，Y一“一f1一
J“十‘1+‘2

f2)dG(y))， (5)

ErV矿(【，(T一)，l u(T)1)j(T<oo)I A。，

rr

u(o)一“]P(A1)一PlP2{ ll m(“+Cl+f2一

什，≤磐矿。：

z—y)dF(x)dG(y)+ ll w(u+f。+c2，z+

一，奠牟r。-f2

y—U—f1一f2)dF(x)dG(y)}． (6)

联合(2)～(6)式可得

m(“)一qlq2m(U+f1+C2)+

Plqz{fuq-‘1+c2Ⅲ(“+“+f：一T)dF(工)+
d 0

叫(U+C1+f2，z一“一f1一f2)dF(x)}+
1十c2

：{r“11 2Ⅲ(“+c。+C2一y)dG(Y)+
J 0

叫(U+f1+f2，Y—U—Cl—f2)dG(y)}+

PlP2{ II m(U-I-f1+C2一z—y)dF(x)·

f一“一y吃+f+M，L叫
2

打f

∞

计

万方数据



56 广西科学院学报2015年2月 第31卷第1期

dG(y)+ 11 叫(“+Cl+C2，z+Y—M—c1一

计y始fl+f2
C2)dF(x)dG(y)}．

所以定理成立．

在Ⅲ(U)中取w(x1，z2)三1，得到m(“)一

曲(“)，于是有

推论1．1 当M>0时，最终破产概率曲(“)满

足积分方程

妒(“)一qlq2驴(U+Cl+C2)+
r“+C-．+f。

P1q2{l 1。≯(酣+f1+c2一z)dF(x)+EI—F(u+

C1+f。)])+ql P。{futeltc2≯(“+f。+f：一j，)dG(Y)+

E1一G(“+Cl+f：)]}+PlP：{ |1 5ft(“+c，+
什，≤样(1+r2

cz—z—y)dF(x)dG(y)+ 『J dF(x)dG(y)}．

2有限时间内破产概率及破产时刻分布的

递推公式

时刻w或"以前破产的概率定义为函。(M)一

P(T≤”I U(0)一“)，易知幽(“)一0，于是直到时

刻托未破产的概率为妒。(“)一P(T>以I己，(o)一“)

一1一曲。(“)．

定理2．1记H(z)一P(V(1)≤z)(有限时间

内破产概率的递推公式)，则有
r“

妒什·(“)一1一H(“)+I 妒。(“一y)dH(y)，
J一∞

钾一0，1，2，⋯

证明 由于U(n)一U—V(咒)，于是

鼽(“)一1一驴。(U)一P(T>”)一P(U(1)≥0，

U(2)≥0，U(3)≥0，⋯，U(，2)≥0)一P(V(1)≤U，

V(2)≤U，⋯，V(n)≤U)，

所以

p1(“)一H(“)一P(V(1)≤“)一

4 N1(1) N2(1)

∑P(∑x。+∑y：一c，mC2+≤“l A。)P(A。)一
l一1 女=1 ￡=1

q1 q2+P2q1 P(Yl ≤“+f1+f2 A3)+

户1 q2P(X1≤U+c1+f2 A2)+P1 P2P(Xl+y1≤

U+fl+C2|A4)一ql q2+P2qlG(U+c1+f2)+
r”c，十f。

P1q2F(M+f1+f2)+Pl P2 l 1。G(“+cl+c2一
J 0

z)dF(z)． (7)

又由于{W(卵)，以一1，2，⋯)是相互独立且与

V(1)同分布的随机变量序列，故

p2(“)一P(T>2)一P(V(1)≤U，V(2)≤

“)一P(V(1)≤“，V(1)+W(2)≤“)一P(V(1)≤
r“

“，W(2)≤“一V(1))一I H(u—y)dH(y)一

r“

I妒2(“一y)dH(y)， (8)

伽(“)一P(T>3)一P(V(1)≤“，V(2)≤“，

V(3)≤“)一P(V(1)≤U，V(1)4-W(2)≤
r“

M，V(1)+W(2)+w(3)≤“)一I P(w(2)≤

U—Y，V矿(2)+W(3)≤U一3，)dH(y)一
r“

P(V(1)≤“一Y，V(1)+W(2)≤

“一y)dH(y)一I妒2(“一y)dH(y)． (9)

利用数学归纳法可以证明
r“

19Dn-+-1(甜)一I P。(“一y)dH(y)，佗一0，1，2，⋯

从而得到计算有限时间内破产概率的递推公式：

幽(“)一1—91(“)一1一H(“)，
r“

妒2(“)一1一≯2(“)一1一l 91(“一y)dH(y)一

1一I E1一驴t(甜一y)-]dH(y)一1一H(“)+

r“

1(“一y)dH(y)，

类似地可以得

妒计·(“)一1一H(“)+l如(“一y)dH(y)．

从而定理2．1成立．

破产时刻T的分布为S。(甜)一P(T一佗I U(0)

一“)，由于U≥0，故有S。(“)一0．

定理2．2设U≥0，则对任何非负整数咒有

f0，咒一O，

『1一H(“)，咒一1，

5√“’一1 r E妒．-1(“一y)一驴，。(“一
J一。
l y)]dH(y)，72—2，3，⋯

即破产时刻分布的递推公式．

证明 由于T／为非负整数，因此

S。(“)一P(T一押I U(0)一“)一P(n一1<T≤

72 U(o)一“)一P(T≤竹|U(o)一“)一P(T≤行一

1『U(o)一“)一妒。(“)一咖一，(“)．

所以So(“)一0，S。(“)一咖(“)一妒。(“)一1一H(M)．

当咒≥2时，由定理2．1得

s。(“)一妒。(“)一驴，，(“)一I [驴，r。(“一y)一

≯，z(“)]dH(y)．
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从而定理2．2成立．

例2．1 假设X。和y。均服从指数分布，那么

F(z)一1一e一“，of>0，z≥0．而G(y)一1一

e砂，口>0，y≥0．

当口≠口时有

f”‘112G(“+。。+c。一z)dF(z)一fwt-‘1打2 E1一

P卢(“+。1+‘2一。’]粥一盯dx一1一e a(肿‘l+。2’一

_堡一[P～∽r(2’一P一犀”f1+‘2’]．
p—a

从而由(7)式得

p1(“)一H(“)一q1 q2+P2q1 E1一P一卢(”【l+‘2’]+

P1 q2[1一e-a(u--clh2’]+P1 P2{1一P1‘“‘l“2’一

二—L[P1‘抖‘1打2’一P耳计‘1“2’])一1一[户lq2+
廿 一a

P1P2(1+_坠)3e叫一·hz’一[q。P2+
p a

譬·丝]P一耳抖r。_f2，一1一(户，q：+譬1丝)e a(小，打z，一
珏一a 强一a

(qlP2+磐)P一舭·托)，
上) “

所以

驴1(“)一1一妒l(“)一(Pl q2+

警)P一“*。打z’+(g。P2+警)P舯-如r．(10)
珏一理 讳一a

当a一口时有

1“G(甜+fl+c2一z)dF(x)一1一

e。‘“11。‘2’一a(U+Cl+f2)e。‘计‘l+‘2’，

从而由(7)式得

妒1(“)一q1 q2+(户l q2+P2q1[1一P叫抖‘l托2’]+

PlP2[1一e～‘”。1打2’一口(“+fl+f2)P1‘⋯1“2’]一1一

{P1 q2+q1 P2+Pl P2 r-]+a(“+Cl+f2)])e1‘抖‘1如2’，

幽(“)一1—91(“)一Eplq2+q1 P2+apl P2(“+

C1+f2)]P1㈨‘1*2，． (11)

由(10)式或(11)式得也(甜)一1一H(“)，再由定理

2．1给出的递推公式依次可求得幽(“)，妒z(“)，⋯，

以(“)，⋯，最后由定理2．2即可求出破产时刻的分

布S。(“)．

3 破产前瞬间盈余及破产时赤字的联合

分布

设U(丁一1)表示破产前一刻的盈余，则其概率

分布为

P(【，(T一1)≤z，T<o。l U(o)一“)=≯(“)一

P(U(T一1)>z，T<∞I U(0)一“)．

因此只需求函数

F(“，z)一P(U(T一1)>z，丁<∞l U(0)一

“)，

其中z为正实数．我们有

F(“，z)一P(U(T一1)>z，T<∞l U(0)一

“)一∑P(U(T一1)>z，丁一九)一∑P(V(咒)>
H=1 "=1

甜，V(咒一1)<：“一z，V(7z一2)≤≤“，⋯，V(1)≤≤

“)一∑f。(“，z)， (12)

"一1

其中

fl(“，z)一P(V(1)>U，V(0)<U—z)一

』H‘甜’，z≤“’H(“)=-1一H(“)．
【0，z>M．

厂2(U，工)一P(V(2)>U，V(1)<“一z)一

P(V(1)+W(2)>“，V(1)<U—z)一
rro

P(w(2)>“一y，V(1)<“一z)dH(y)一
J一∞r"

H(“一y)dH(y)，

，3(“，z)一P(V(3)>“，V(2)<“一z，V(1)≤

“)一P(V(1)+W(2)+W(3)>U，V(1)+W(2)<
r⋯

“一z，V(1)≤U)一l P(W(2)+W(3)>U—y，
J一∞

rM一2

w(2)<“一z—y)dH(y)一I P(V(1)+w(2)>

r￡广2

“一y，V(1)<“一T—y)dH(y)一I 厂2(“一y，

z)dH(y)．

同理，对于卵≥4有

，。(U，z)一P(V(咒)>“，V(n一1)<“一z，

V(以一2)≤“，⋯，V(1)≤“)

．2C)dH(y)．

由于H(“)的值可以计算，于是可求出厂，(“，

z)和厂：(“，z)，再采用递推算法，即可以依次求出

^(“，z)，厂。(“，z)，⋯，f。(“，z)，将其代入(12)式

就可求得F(u，z)．

设l U(丁)I表示破产时赤字，其概率分布为

G(“，y)一P(一y≤U(丁)<0，T<∞I U(o)一

“)。

其中y为正实数，从而有

G(u，y)一∑P(T一以，一y≤己，(T)<o)一
"=1

∑P(u<V(卵)≤u+y，V(n一1)≤“，V(n一2)≤

一“，-、r厂
∞

“

一

一
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“，⋯，V(1)≤“)一∑g。(甜，y)， (13)
”=1

其中

91(u，y)一P(u<V(1)≤u+y)一H(u+

y)一H(“)，

92(“，y)一P(u<V(2)≤u+y，V(1)≤“)一

P(u<V(1)+W(2)≤u+y，V(1)≤“)一

P(“～z<w(2)≤“+Y—z)dH(x)一

u 』u

g。(“一z，y)dH(x)一I [-H(u+y—z)一

H(u—z)ldH(z)，

g3(M，y)一P(“<V(3)≤“+y，V(1)≤M)一

P(u<V(1)+W(2)+W(3)≤u+y，V(1)+

w(2)≤“，V(1)≤“)一I P(u—z<W(2)+

W(3)≤M+Y—x，W(2)≤M—z)dH(x)一

P(“一z<V(1)+w(2)≤“+y—z，V(1)≤

“一z)dH(x)一l 92(“一z，y)dH(x)，

对卵≥4，用数学归纳法可证明

g。(甜，y)一l g，r1(甜一z，y)dH(x)．

故求出g。(“，y)后，用递推算法可依次求得gz(“，

y)，g。(u，y)，⋯，g。(“，y)，再将其代入(13)式即可

算出G(u，y)．

设己，(T一)表示破产前瞬时盈余，则破产前瞬

时盈余和破产时赤字的联合分布为

K(u，z，y)一P(U(T一)≤z，一Y≤【，(T)<

0，T<ool U(0)一“)，

其中z，y为正实数．令

h，(u，z，Y)一

fH(u+y)一H(“)，z≥u+f1+c2，

10，z<u+f1+c2．

h 2(“，z，y)一

¨ [H(“+y—s)一H(u—s)]，z≥c1+c2，
<√“十。1十‘2一。

【0，z<f1+c2．

h，：(甜，．27，y)一I h。一1(甜一s，z，y)dH(s)，咒≥3．

定理3．1 破产前瞬日-。盈余和破产时赤字的联

合分布为

K(M，z，y)一hl(“，z，y)+hz(u，z，y)+

∑I“hn(“一沁，y)dH(s)．

证明 由于

K(u，z，y)一P(U(T--)≤z，I U(T)l≤y，

T<o。l u(o)一“)一∑P(T=mU(T一)≤z，

u(T)l≤Y u(o)一“)一∑P(“<V(")≤
“+y，u—z≤(c1+c2)+V(n一1)≤u—cl—c2，

V(n一2)≤M，⋯，y(1)≤“I【，(o)一“)一∑h。(“，
z，v)， (14)

其中

^】(“，z，y)=P(u<V(1)≤u+y，u—z≤

一(cl+c2)≤u—c1一c2)一

fH(u+y)一H(“)，z≥u+c1+c2，

tO，z<u+fl+f2．

h 2(“，z，y)一P(u<V(2)≤u+y，u+c1+

c2一z≤V(1)≤u U(0)一u)一

IJ[+c+c2--xI-H(甜+y--s)一
H(u—s)]dH(5)，z≥c1+c2，

【0，z<cl+c2．

h3(“，32，y)=P(V(1)≤“，“+cl+c2一z≤

V(2)≤“，U<V(3)≤u+y)一P(V(1)≤u，u+

cl+c2一z≤V(1)+W(2)≤u，u<
r“

V(1)w(2)+W(3)≤“+y)一I P(乱+c1+c2一

z一5≤V(1)≤u—s)，u—s<V(1)+W(2)≤u

+y—s)dH(s)．

依次类推，当咒≥4时
r“

h。(“，z，y)一l h。一1(“一5，z，y)dH(s)．

由(14)式易知级数∑h。(“，z，y)绝对收敛，于是
"=1

K(u，z，y)=∑h。(“，z，y)一矗，(“，z，y)+

h2(“，z，y)+∑h。(“，z，y)一矗。(甜，z，y)+矗2(“，z，
H=3

y)+∑I“h，。(“一s，z，y)dH(5)．
”=4 o 哪

所以结论成立．

故只需得出F(z)，G(y)，即可算出H(z)，从而

求出h。(u，z，y)，hz(“，z，y)．采用递推算法，可以

依次求得h3(髓，z，y)，h4(M，z，y)，⋯，h。(甜，z，y)，

⋯．于是就可得到破产前瞬时盈余和破产时赤字的

联合分布K(u，z，y)．

(下转第68页Continue on page 68)
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